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PONTOS DE MASSA EM COORDENADAS GEODESICAS

KRISTOFFER ALEXANDER TEIXEIRA HALLAM
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Nesta tese proponho estratégias para a representacao do campo de gravidade re-
gional via técnica dos pontos de massa, no sistema de coordenadas geodésicas. Esta
abordagem presume que o campo pode ser descrito pela soma de duas componen-
tes. A primeira contém os longos comprimentos de onda da parcela gravitacional do
campo de gravidade e é definida por um modelo de referéncia global. A segunda é
definida pelos residuos entre dados observados e aqueles preditos pelo modelo glo-
bal sobre ou proximo a superficie da Terra. Desta forma, esta componente residual
contém apenas os curtos comprimentos de onda da parcela gravitacional do campo de
gravidade que nao esta contida no modelo global. A modelagem desta componente
residual permite refinar o modelo global sobre uma determinada regiao e possibi-
lita a representacao de feigcoes locais do campo de gravidade. Neste trabalho, esta
modelagem ¢ feita via técnica dos pontos de massa com posicao fixa. Esta técnica
consiste em aproximar a componente residual pelo efeito gravitacional produzido
por um conjunto de pontos de massa com posicao fixa. Para tanto, é necessario
(i) a posigao e, em seguida, (ii) a distribuigdo de massa destas fontes pontuais.
Para estimar a posicao das fontes, apresento um método baseado em Statistical
Ezperimental Design (SED). Para estimar a distribui¢ao de massa das fontes, apre-
sento dois métodos. O primeiro consiste em estimar a distribui¢do de massa de um
conjunto de camadas de pontos de massa com diferentes profundidades de forma a
minimizar a norma L2 dos residuos. Ja o segundo consiste em estimar a distribuicao
de massa em uma tnica camada de pontos de massa de forma a minimizar a norma
L1 dos residuos. Testes com dados sintéticos mostram que o método baseado em
SED é capaz de estimar a posicao 6tima dos pontos de massa mesmo para situagoes
em que a distribuicao dos dados observados é muito irregular. Isso representa uma

vantagem sobre os demais métodos existentes na literatura, que sao limitados ao
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caso em que os dados observados estao dispostos sobre uma grade regular. Os re-
sultados também mostram que, em comparacao ao método baseado na norma L2, o
método baseado na norma L1 reproduz as feigoes de curto comprimento de onda do
campo de gravidade de forma mais acurada. Com base nos resultados com dados
sintéticos, os métodos foram aplicados a dados reais, contendo duas configuragoes
diferentes. A primeira corresponde aos dados da Rede Gravimétrica Fundamental
Brasileira (RGFB) composto por nés bem localizados e esparsos por todo o Brasil.
A segunda corresponde aos dados de gravimetria terrestre levantados por todo o
territério do estado de Goids (GO). Em ambos os casos, os métodos foram capazes
de incluir a componente residual nos mapas globais. No entanto, devido a maior
densidade de dados e seu confinamento dentro da regiao indicada, os testes com os
dados reais de GO apresentaram um desempenho melhor com relagao a visualizagao

da inclusao nos mapas globais.



Abstract of the Thesis presented to the National Observatory’s Graduate Program
in Geophysics as a partial fulfillment of the requirements for the degree of Doctor
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REGIONAL GRAVITY FIELD MODELLING THROUGH POINT-MASS IN
GEODETIC COORDINATES

KRISTOFFER ALEXANDER TEIXEIRA HALLAM

October /2019

We propose new strategies for the regional gravity field representation via point-
mass technique in the geodetic coordinate system. This approach makes the as-
sumption that the field can be described by the sum of two components. The first
one contains the long wavelength of the gravitational portion of the gravity field
and is defined by a global reference model. Meanwhile, the second one is defined by
the residuals between the observed and the predicted data from the global model
evaluated on or above the surface of the Earth. This residual component contains
the short wavelength of the gravitational portion of the gravity field only, which is
not present on the global model. The modeling of this residual component allows
the refinement of the global model over a certain region and enables the gravity field
representation of local features. In the present work, we apply the fixed position
point-mass technique for gravity modeling. This technique consists on aproximat-
ing the residual component to the gravitational effect produced by an ensemble of
fixed position point-masses. To do so, one needs (i) the position and (ii) the mass
distribution of the point-sources. We estimate the sources positions accordingly
to a new method we present based on Statistical Experimental Design (SED). We
present two different methods for the estimation of the mass distribution of the
sources. The first one consists on estimating the mass distribution of an ensemble
of point-mass layers positioned at different depths in order to minimize the L2 norm
of the residuals. The second one, on the other hand, consists on estimating the
mass distribution of a single poit-mass layer in order to minimize the L1 norm of
the residuals. Synthetic data tests show that the method based on SED is capable
of estimating the optimal position for the point-masses even for irregular data dis-
tribution configurations. This represents an advantage over other existing methods

described in literature which are limited to regular grid data. The results also show

vil



Viil

that the L1 norm based method reproduces the short wavelength of the gravity field
more accurately than the L2 norm based method. The methods were applied to real
data based on the results obtained by the synthetic data tests. The real data were
divided into two different spatial configuration sets. The first set was defined by the
Brasilian Fundamental Gravity Network (BFGN) data composed by well localized
and sparse nodes all over Brazil. The second comprised the land gravity data sur-
veyed within the Goids (GO) state territory. In both cases, the results show that
the residual component was successfully included in the global maps. However, the
test using the real data from the state of GO showed a better performance for the
visualization of the residual inclusion on the maps. This can be justified by the

higher density and territorial confinement which are characteristics of the data.
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(a) e (b) Sistema Cartesiano Geocéntrico (SCG) e Sistema Geodésico
Geocéntrico (SGG). A posigao de um ponto no SCG é definida pe-
las coordenadas cartesianas geocéntricas (X, Y, Z) , em que o eixo Z
coincide com o eixo médio de rotacao da Terra, eixo X aponta para
o Meridiano de Greenwich e Y aponta para leste. O SGG ¢é definido
por um elipsoide oblato com semi-eixo menor b e semi-eixo maior a.
Neste sistema, a posicao de um ponto é determinada pelas coordena-
das geodésicas altitude geométrica h, latitude geodésica ¢ e longitude
A. Os vetores unitarios @1, v e W definem direcoes mututamente or-
togonais em um determinado ponto. As quantidades associadas ao
ponto P estao indicadas com o subscrito P. Em (b), @) representa um
ponto sobre o elipsoide de referéncia na mesma latitude e longitude
do ponto P. (c) Sistema Cartesiano Topocéntrico (SCT) com origem
em um ponto P. Neste sistema, a posicao de um ponto é definida
por coordenadas cartesianas topocéntricas (x,y, z) em que x e y sao
paralelos aos vetores unitarios v e w, respectivamente, e o eixo z é
oposto a @.. Em (c), o SCT é representado com origem no ponto P.

O plano de cor cinza é o mesmo mostrado em (a) e (b). . ... ...
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Vetor gravidade gp, vetor gravidade normal «p, vetor disturbio de
gravidade dgp (equagado 2.2) e vetor unitario up (equacao 2.1) em
um ponto P sobre a superficie da Terra. Vetor gravidade gg em
um ponto @’ sobre o geoide (uma superficie equipotencial particular
do potencial de gravidade), vetor gravidade normal 7, em um ponto
(@ sobre o elipsoide de referéncia, altitude geométrica hp, altitude
ortométrica Hp e altura geoidal Np associadas ao ponto P. Os pontos
Q@ e P possuem as mesmas latitude e longitude. A linha pontilhada
que passa por () e P é normal ao elipsoide de referéncia e representa
a linha de campo associada ao campo de gravidade normal. A linha
pontilhada curva que passa por @), Q" e P define a linha de prumo do
campo de gravidade. Esta representacao esquematica é meramente
ilustrativa em que os vetores estao dispostos no plano da folha. Os
vetores apresentados também podem variar na direcao perpendicular

ao plano da folha. . . . . . .. ...

Esquema representativo do grafico dos autovalores s; (equagao 3.12)
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em fungao da profundidade dos pontos de massa. Cada ponto neste
gréafico representa um valor de qualidade @); (equacao 3.13) calculado

com uma determinada profundidade h; para os pontos de massa.

Teste de validacdo. Componentes a) dg,, b) dgy e ¢) dg, do vetor
disturbio de gravidade produzidas pela esfera sintética sobre um con-
junto de pontos regularmente espagados ao longo da latitude ¢ e da
longitude A, em uma altitude constante h = 15 km. A esfera possui
raio 12 km, centro localizado na posi¢ao (h,p,\) = (-60 km, -10 °,
-48 °) e contraste de densidade 5000 kg/m?. O ponto azul no centro
das figuras representa a projecao da esfera no plano horizontal.
Teste de validacdo. a) Gravidade normal v, b) gravidade g e c)
disturbio de gravidade dg (equagao 2.3) produzidos pela esfera sintética
sobre um conjunto de pontos regularmente espagados ao longo da la-
titude ¢ e da longitude A, em uma altitude constante h = 15 km. As
caracteristicas da esfera estao descritas no texto e na Figura 4.1.
Teste de validagao. a) componente h do vetor distirbio de gravidade
(Figura 4.1 ¢), b) distirbio de gravidade (Figura 4.2 ¢) e ¢) diferenga
entre os valores absolutos do distirbio de gravidade (mostrado em b)

e a componente h do vetor disturbio de gravidade (mostrado em a).
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Capitulo 1

Introducao

A caracterizagao do campo de gravidade da Terra é um dos principais objetivos
da geodésia e geofisica. Os dados de satélite obtidos nas missdes CHAMP (REIG-
BER et al., 2006), langada em 2000, GRACE (GRACE, 1998), lancada em 2002,
e GOCE (European Space Agency, 1999), langada em 2009, impulsionaram o de-
senvolvimento de véarios modelos globais para representacao do campo de gravi-
dade (CHENG e TAPLEY, 2004; FLECHTNER et al., 2010; FORSTE et al., 2008;
MAYER-GURR et al., 2010; PAIL et al., 2010, 2011; REIGBER et al., 2005; TA-
PLEY et al., 2007). Estes modelos sao representados pela combinagao linear de
funcoes harmonicas esféricas que sao globalmente oscilatérias. O uso destas fungoes
dificulta a representacao ou até mesmo mascara feigoes locais do campo. Por conta
disso, esta abordagem nao é adequada para a representacao regional do campo de
gravidade.

Modelos globais baseados apenas em dados de satélite podem ser refinados
utilizando-se, por exemplo, dados provenientes de altimetria por satélite e dados gra-
vimétricos obtidos na superficie da Terra ou préximo a ela. Uma das estratégias uti-
lizadas para gerar estes modelos globais combinados € incluir os conjuntos de dados
adicionais no ajustamento dos coeficientes da representagao por funcoes harmonicas
esféricas. Varios modelos foram gerados utilizando-se esta metodologia (e.g., FORSTE
et al., 2008; FORSTE et al., 2011, 2014; LEMOINE et al., 1998; PAVLIS et al., 2012;
RAPP et al., 1991). Em geral, estes métodos requerem a inclusdo das matrizes de
variancia-covariancia dos dados e sao custosos devido ao grande ntimero de operacoes
envolvidas na solucao de grandes sistemas lineares. Apesar da inclusao de dados de
gravimetria terrestre, estes modelos também falham em representar feicoes regionais
do campo de gravidade. Outra desvantagem destes métodos é que, em geral, eles
demandam a homogeneidade espacial dos dados, o que nem sempre é possivel.

O uso de Bases de Fungoes Esféricas Radiais (SRBF's, do inglés Spherical Radial
Basis Functions) é uma técnica poderosa na combinac¢ao de conjuntos de dados

provenientes de diferentes fontes (dados de satélite, altimetria, terrestres e aéreos,
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por exemplo), com diferentes contetidos espectrais e amostragens irregulares. Esta
técnica consiste em representar o campo de gravidade pela combinacao linear de
fungoes harmonicas simples. Diferentemente das fungoes harmonicas esféricas que
oscilam globalmente, as func¢oes harmonicas simples decaem rapidamente com a
distancia em relagao a um ponto de referéncia. Por conta disso, estas fungoes simples
(denominadas kernels) tém sido amplamente utilizadas para refinar a representagao
de feigoes regionais do campo de gravidade.

Ao longo das ultimas décadas, varios métodos foram desenvolvidos para a re-
presentacao regional do campo de gravidade via SRBFs. Na literatura, os autores
descrevem diferentes modelagens regionais por SRBFs com aplicagao de distintos
kernels. A escolha do kernel é afetada pelo seu comportamento no dominio espec-
tral e espacial. No dominio espectral, o kernel multipolo radial (MARCHENKO
et al., 2001), kernel de Poisson (BENTEL et al., 2013; KLEES et al., 2008) e wa-
velet de Poisson (HOLSCHNEIDER et al., 2003) operam como filtros passa-banda;
a wavelet de Blackman (BENTEL et al., 2013; LIEB et al., 2016; SCHMIDT et al.,
2007) limita a banda num intervalo especifico com frequéncia de corte suave; splines
harménicos (EICKER, 2008) usam variancias nos graus dos harmonicos esféricos
como funcao base. No dominio espacial, o kernel de Poisson tem um alcance maior
para posigoes fora do seu pico que os multipolos radiais e os wavelets de Poisson. As
wavelets de Blackman apresentam oscilagoes fortes para regioes fora do seu pico que
dependem do espagamento entre os limites do filtro. O comportamento dos splines
harmonicos no espaco é determinado pela escolha do modelo de variancia dos graus.

O ponto de massa foi um dos primeiros kernels a ser utilizado nas SRBFs. A
representacao do campo de gravidade usando os pontos de massa também é comu-
mente utilizada na area de geofisica aplicada com o nome de camada equivalente ou
fontes equivalentes (DAMPNEY, 1969; EMILIA, 1973,; GUSPI e NOVARA, 2009;
KARA et al., 2014; MARTINEZ e LI, 2016; MENDONCA, 1992; OLIVEIRA JR.
et al., 2013; SIQUEIRA et al., 2017; VON FRESE et al., 1981). Em geofisica apli-
cada, os pontos de massa sao utilizados, em geral, para realizar o processamento
de dados gravimétricos. J& em geodésia, os pontos de massa sao utilizados, em
geral, para a modelagem do campo de gravidade. BALMINO (1972); NEEDHAM
(1970); WEIGHTMAN (1967) foram os pioneiros em usar os pontos de massa na
representagao do campo de gravidade. VERMEER (1985) usou os pontos de massa
na modelagem regional do geoide na Finlandia e no mar Baltico.

A representacao do campo de gravidade usando um conjunto finito de pontos de
massa requer a definicao da posicao e da massa de cada um deles. Nesse sentido, hé
duas abordagens comumente utilizadas. A primeira determina a posicao dos pon-
tos de massa em uma etapa inicial e, em seguida, utiliza estas posicoes fixas para

resolver um sistema linear e estimar a distribuicao de massas. Esta abordagem é
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comumente denominada pontos de massa fixos. A posicao das fontes determinada
na primeira etapa e a distribuicao dos dados observados sao fatores que podem tor-
nar o problema extremamente instavel e, por, esta razao tornam necessario o uso
de regularizacao do sistema linear. Note que neste caso, o uso de regularizacao é
puramente matemaético, com o intuito de estabilizar a solucao do sistema linear. J&
em geofisica aplicada, por exemplo, o uso de regularizagao é feito, em geral, com o
objetivo de impor informagoes geoldgicas sobre as estimativas. Exemplos de traba-
lhos que utilizaram a abordagem de pontos de massa fixos para a caracterizagao do
campo de gravidade sao CHEN et al. (2006); IHDE et al. (1998); REILLY e HER-
BRECHTSMEIER (1978); VERMEER (1985). A segunda abordagem comumente
na caracterizagao do campo de gravidade consiste em determinar, simultaneamente,
a posicao e a massa de cada ponto de massa de forma iterativa, por meio da solugao
de um problema nao-linear. Esta abordagem é comumente denominada pontos de
massa livres. Alguns exemplos seguindo esta abordagem sao encontrados em ANTU-
NES et al. (2003); BARTHELMES (1986); CLAESSENS et al. (2001); LEHMANN
(1993); LIN et al. (2014, 2016). Em comparagao com a abordagem dos pontos de
massa fixos, a abordagem dos pontos de massa livres é, em geral, mais custosa do
ponto de vista computacional.

Tanto na abordagem com pontos de massa fixos quanto naquela com pontos de
massa livres, estes podem ser posicionados sobre uma tinica camada (single-layer) ou
sobre um conjunto de camadas (multi-layer). A abordagem multi-camadas (multi-
layer) permite a representagao multiresolugdo (MRR, do inglés Multi-Resolution
Representation) do campo de gravidade (SCHMIDT et al., 2004). Camadas de
pontos de massa mais profundos modelam os longos comprimentos de onda do campo
de gravidade. Em contrapartida, camadas de pontos de massa mais rasos ajustam
os curtos comprimentos de onda. Esta aproximacao ¢ comumente utilizada para
a combinacao de dados de diferentes levantamentos. Em geral, a modelagem do
campo de gravidade utilizando multi-camadas com pontos de massa livres requer
uma quantidade menor de camadas do que a abordagem multi-camadas com pontos
de massa fixos.

REILLY e HERBRECHTSMEIER, (1978) apresentaram um dos poucos traba-
lhos que utilizaram a abordagem multi-camadas com pontos fixos. Aqueles autores
propuseram um método para combinar dados de ondulagao geoidal e de anomalias
de gravidade para obter altitudes ortométricas em terra e anomalias de gravidade
no mar. Eles usaram pontos de massa em grids regulares localizados sobre cascas
esféricas concéntricas em profundidades cada vez mais rasas. THDE et al. (1998)
propuseram outro método em que quatro camadas formadas por pontos de massa
fixos foram utilizados para refinar o modelo de geoide combinando dados de ano-

malia de gravidade e anomalia de altitude fornecida por medidas de GPS. GUSPI
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et al. (2004) utilizaram duas camadas de pontos de massa fixos para combinar dados
de ondulacao geoidal e de anomalia ar-livre. Todos estes trabalhos foram formula-
dos no sistema de coordenadas esféricas geocéntricas. Outra caracteristica comum
destes métodos é que eles estimam a distribuicao de massa dos pontos de massa
minimizando a norma L2 dos residuos entre os dados observados e aqueles preditos
pelos pontos de massa.

A maioria dos trabalhos com pontos de massa fixos determinam a profundi-
dade dos pontos de massa por meio de tentantiva e erro, como é o caso de IHDE
et al. (1998) e GUSPI et al. (2004). J& REILLY e HERBRECHTSMEIER (1978)
utilizaram a técnica do “best r-formula” (HARDY e GOPFERT, 1975) para um es-
quema de coordenadas esféricas. Esta técnica consiste em resolver analiticamente
uma equacao de condicao quadratica para um raio interno r < R, sendo R o raio
médio da Terra. O raio r estd associado a esfera sobre a qual sao posicionados
os pontos de massa. Tal formula foi derivada a partir de um triangulo equilatero
esférico, o que possibilita computar a profundidade radial dos trés pontos de massa
associados a cada vértice deste triangulo. A sua utilizacao para pontos de massa
relacionados a outros triangulos esta restrita a configuracao em que os pontos es-
tejam regularmente espacados sobre a esfera. A equacao de condi¢ao tem relacao
com o fato de que o valor médio do potencial perturbador, assim como o campo
produzido pelos pontos de massa, é nulo quando integrado sobre a esfera. O raio
r é, por fim, calculado analiticamente em funcao do nimero de pontos de massa.
Outra técnica que pode ser mencionada é aquela baseada no critério de DAMPNEY
(1969), que é comumente utilizado em geofisica aplicada. Ela requer que os dados
observados estejam dispostos sobre um plano, em uma grade regular, e apresenta
um intervalo de possiveis profundidades para os pontos de massa. Este intervalo é
definido segundo uma relagao empirica baseada no espagamento dos dados.

Nesta tese, apresento novas estratégias para a modelagem regional do campo de
gravidade utilizando a abordagem dos pontos de massa fixos. Diferentemente da
grande maioria dos métodos apresentados na literatura, tanto com pontos de massa
quanto com outros kernels (multipolos e wavelets, por exemplo), os métodos apre-
sentados aqui sao formulados diretamente no sistema de coordenadas geodésicas.
Os dados utilizados neste trabalho sao do distirbio de gravidade. Vale ressaltar
que os dados sao referidos, na grande maioria das vezes, ao sistema de coordenadas
geodésicas. Por conta disso, a formulacao dos métodos apresentados aqui direta-
mente neste sistema de coordenadas evita a transformacgao das coordenadas dos
dados.

Para estimar a profundidade étima dos pontos de massa necesséria na aborda-
gem dos pontos de massa fixos, apresento um método baseado em Statistical Expe-

rimental Design (SED) (CURTIS, 2004). Ao definir uma determinada profundidade
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constante para uma camada de pontos de massa, é possivel calcular a “qualidade”do
sistema linear a ser resolvido posteriormente para estimar a distribuicao de massa
dos pontos de massa. Esta ”qualidade”, por sua vez, pode ser definida em termos
da area abaixo da curva de autovalores da matriz associada a este sistema linear.
No método proposto aqui, a profundidade 6tima para os pontos de massa é definida
como aquela que, dentre um conjunto de profundidades distintas, produz a maior
area. Este método é independente da distribuicao espacial dos dados observados e,
portanto, é superior aos demais métodos presentes na literatura (DAMPNEY, 1969;
HARDY e GOPFERT, 1975). Para estimar a distribuicdo de massa dos pontos
de massa, apresento dois métodos. O primeiro implementa uma abordagem multi-
camadas. O método consiste em estimar a distribuicao de massa de um conjunto de
camadas de pontos de massa, cada uma com uma profundidade constante, de forma
iterativa. Este método é similar aquele apresentado por (REILLY e HERBRECHTS-
MEIER, 1978). A cada iteragao, a distribuigdo de massa em uma camada é estimada
minimizando-se a norma L2 da diferenca entre os dados observados na superficie da
Terra e aqueles preditos pela camada de pontos de massa, por meio da solugao de
um problema inverso linear com regulariza¢ao Tikhonov de ordem zero (ASTER
et al., 2005). Na primeira iteracdo, estima-se a distribuigdo de massa na camada
mais profunda. Esta camada é formada por um ponto de massa abaixo de cada
dado observado e a sua profundidade é definida pelo método descrito anteriormente,
que é baseado em SED. Nas iteracoes seguintes, a distribuicao de massa é estimada
em camadas cada vez mais rasas, para ajustar os residuos entre os dados observa-
dos e aqueles produzidos pela soma dos dados preditos pelas camadas anteriores.
Estas camadas possuem pontos de massa localizados abaixo das regioes com altos
residuos. Dessa forma, o nimero de pontos de massa das camadas diminui progres-
sivamente. Neste método, o nimero final de pontos de massa que formam todas as
camadas é, em geral, muito maior que o nimero de dados observados. O segundo
método consiste em estimar a distribuicao de massa sobre uma tnica camada de
pontos de massa localizados a uma profundidade constante. Esta profundidade é
determinada com o método baseado em SED. Nesta camada, hd um ponto de massa
localizado abaixo de cada dado, de tal forma que o niimero de pontos de massa é
igual ao numero de dados. A distribuicao de massa sobre a camada é estimada de
forma iterativa, minimizando-se a norma L1 da diferenca entre os dados observados
e os preditos pela camada. A estimativa é feita utilizando o método dos Minimos
Quadrados Reponderados Iterativamente (ASTER et al., 2005).

Os testes com dados sintéticos também mostram os resultados obtidos em duas
situagoes distintas. Uma simula dados observados distribuidos de forma extrema-
mente esparsa e irregular. Ja a outra simula dados localizados de forma relativa-

mente uniforme. Para ambos os casos, o método basedo em SED possibilitou estimar
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uma profundidade 6tima para os pontos de massa, o que representa uma vantagem
consideravel em relagdo aos demais métodos presentes na literatura (DAMPNEY,
1969; HARDY e GOPFERT, 1975). Além disso, os resultados obtidos com a norma
L1 para estimar a distribuicao de massa dos pontos de massa produziu melhores
resultados em comparacao com as que foram obtidos via norma L2. Com base nos
resultados com dados sintéticos, os métodos foram aplicados a dados reais sobre
o territorio brasileiro. Para estimar a distribuicao de massa, utilizou-se apenas o
método baseado na norma L1. Para tanto, utilizei o modelo global EIGEN-6C4
(FORSTE et al., 2014) como referéncia e os dois conjuntos de dados observados
sobre a superficie para refinar este modelo: os dados da Rede Gravimétrica Funda-
mental Brasileira (RGFB) (PINA e SOUSA, 2001), que estio distribuidos ao longo
de todo o territério brasileiro de forma esparsa e irregular, e os dados de gravimetria
disponibilizados pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), em seu
Banco de Dados Geodésicos (BDG), sobre o estado de Goias (GO), que possui uma
cobertura relativamente uniforme. Os resultados mostram que, utilizando os dados
da RGFB, as diferencas entre distiurbio de gravidade predito pelo modelo refinado
e pelo modelo EIGEN-6C4 no Brasil podem chegar a 35,63 mGal sobre a superficie
da Terra e 1,17 mGal na altitude de 40 km. Entretanto, os resultados sao restritos
a regioes isoladas devido a cobertura irregular dos dados. Por outro lado, os resul-
tados obtidos com os dados sobre o estado de GO revelam que as diferencas entre
o disturbio de gravidade predito pelo modelo refinado e pelo modelo EIGEN-6C4
atingem um valor absoluto de 48,4 mGal sobre a superficie e &~ 6 mGal na altitude
geométrica de 40 km. Neste caso, a combinacao dos dados preditos pelos pontos de
massa com o modelo EIGEN-6C4 mostra uma inclusao significativa de curtos com-
primentos de onda no mapa regional do disturbio de gravidade. Estes resultados
mostram que os métodos desenvolvidos nesta tese sao promissores no refinamento

do campo de gravidade regional.



Capitulo 2
Fundamentos Teoricos

O wetor gravidade é a soma das aceleragoes gravitacional e centrifuga sentidas por
um corpo sobre a superficie da Terra quando este se encontra em repouso. Sua inten-
sidade é o que os geocientistas denominam de gravidade (HEISKANEN e MORITZ,
1967; HOFMANN-WELLENHOF e MORITZ, 2005). Quando realizadas em plata-
formas moveis (e.g., aeronaves, helicépteros, navios), as medig¢oes sofrem os efeitos
de aceleragoes nao-gravitacionais, tais como a aceleracao de Coriolis e vibragoes
de alta frequéncia (BAUMANN et al., 2012; GLENNIE et al., 2000; NABIGHIAN
et al., 2005). Geodesistas utilizam as medidas da gravidade para estimar o geoide
(Ll e GOTZE, 2001) enquanto que os geofisicos a usam para estimar a distribuicao
de densidade interna da Terra. Consequentemente, os geofisicos estao interessados,
apenas, na componente gravitacional da gravidade observada.

O primeiro passo para o isolamento da componente gravitacional é a remogao dos
efeitos do movimento do veiculo, marés terrestres, deriva instrumental e alteragoes
da pressao barométrica, dentre outros. Uma vez corretamente removidos, considera-
se que as observagoes corrigidas sejam a soma da aceleragao centrifuga devido a
rotacao da Terra e a atracao gravitacional produzido pela distribuicao de densidade
interna do planeta como um todo. O isolamento da componente gravitacional e
sua subsequente aplicacao na estimativa das distribuicoes de densidade relacionadas
as estruturas geoldgicas localizadas em subsuperficie sao o objetivo principal da
gravimetria aplicada para fins geofisicos (BLAKELY, 1996).

H&4 duas quantidades associadas ao campo de gravidade que sao usadas pelos
geofisicos para o entendimento da distribuicao de densidade em subsuperficie. Sao
elas o distirbio de gravidade e a anomalia de gravidade. A primeira é bem conhecida
na geodésia, embora nao seja regularmente utilizado pelos geofisicos. J& a segunda
é vista em varias aplicacoes geofisicas. H& dois tipos de anomalias de gravidade
comumente utilizadas em geofisica: a anomalia ar-livre e a anomalia Bouguer. Cu-
riosamente, existiu uma falta de compreensao do significado geofisico das anomalias

de gravidade até meados dos anos 90. Segundo CHAPIN (1996), embora as corregoes
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que produzem a anomalia Bouguer fossem bem estabelecidas, as razoes para aplica-
las nao eram muito bem compreendidas. Uma causa desta confusao é que o tema
nao vinha sendo apresentado nos textos basicos de forma apropriada. Em seu livro
seminal, BLAKELY (1996) deu uma grande contribui¢ao para o significado das ano-
malias de gravidade na geofisica aplicada e o seu relacionamento com as variagoes de
densidade das rochas em subsuperficie. Posteriormente, diversos autores discutiram
as diferencas entre anomalia de gravidade e distirbio de gravidade e propuseram ba-
ses tedricas e novas terminologias para as mesmas quantidades (FAIRHEAD et al.,
2003; HACKNEY e FEATHERSTONE, 2003; HINZE et al., 2005; LI ¢ GOTZE,
2001; VAJDA et al., 2006, 2007, 2008). Entretanto, o debate sobre este assunto tem
sido feito mais de um ponto de vista geodésico do que geofisico e pode ser esta a
justificativa da falta de familiaridade que alguns geofisicos de exploragao ainda tém
em relacao a ele.

Para aplicacoes geofisicas, é importante saber como se computa a anomalia de
gravidade e o disturbio de gravidade produzidos por um prisma, por exemplo, as-
sim como a relacao entre estas quantidades e a “componente vertical da atragao
gravitacional”, exercida por este prisma nas estacoes de gravidade. A maioria das
técnicas na geofisica aplicada presumem que os dados gravimétricos podem ser des-
critos em funcao da componente vertical da atragao gravitacional produzida pelas
variacoes de densidade das rochas em subsuperficie. Esta quantidade esta direta-
mente relacionada ao distiurbio de gravidade, embora seja erroneamente designada
como “anomalia de gravidade”na maioria dos trabalhos na literatura geofisica. Na
verdade, muitos geofisicos ainda usam o termo “anomalia de gravidade” para deno-
minar o que rigorosamente é conhecido como “disturbio de gravidade”. A seguir,
apresento uma revisao sobre este tema baseado em conceitos bem estabelecidos na

literatura.

2.1 Terra Normal, gravidade normal e fontes gra-
vimétricas

O campo de gravidade da Terra é tradicionalmente aproximado pelo campo de
gravidade de um elipsoide de referéncia (ou elipsoide de nivel). Este elipsoide é
rigido, geocéntrico, possui o semi-eixo menor b coincidente com o eixo de rotagao
médio da Terra. Este modelo também tem a mesma massa da Terra (incluindo a
atmosfera), assim como a mesma velocidade angular (HEISKANEN e MORITZ,
1967; HOFMANN-WELLENHOF e¢ MORITZ, 2005; TORGE ¢ MULLER, 2012;
VANICEK ¢ KRAKIWSKY, 1987). Outra caracterfstica importante deste modelo

é que sua superficie limitante coincide com uma equipotencial particular do seu
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proprio campo de gravidade. Neste trabalho, seguimos (TORGE e MULLER, 2012)
e chamamos este elipséide de referéncia de Terra Normal. Analogamente a Terra, o
vetor gravidade normal é a soma das aceleragoes gravitacional e centrifuga exerci-
das pela Terra normal em um corpo em repouso. A intensidade do vetor gravidade
normal é denominada gravidade normal.

E importante notar que, muito embora a Terra Normal tenha a mesma massa
da Terra, a sua distribuicao interna de densidade nao é definida. A busca por
distribuicoes de densidade geologicamente relevantes para o interior da Terra Normal
tem mais motivos geofisicos que geodésicos (MARUSSI et al., 1974). Na geodésia
fisica, a Terra Normal é definida com um tnico proposito: produzir um campo de
gravidade normal que seja 0 mais proximo possivel do campo de gravidade verdadeiro
(VANICEK e KRAKIWSKY, 1987). A tnica condicao imposta na distribuicao
interna de densidade é que uma equipotencial particular do campo de gravidade
normal (campo produzido pelo modelo de Terra Normal) coincida com a superficie
limitante do elipsoide de referéncia. Ao fixar uma equipotencial particular (com um
valor de potencial de gravidade especifico) em uma determinada posi¢ao do espago
(a superficie limitante do elipsoide de referéncia), o campo de gravidade é definido
em todos os pontos fora do elipsoide (HOFMANN-WELLENHOF e MORITZ, 2006,
p. 65). Ao definir a geometria desta equipotencial, a distribuigdo de densidades no
interior da Terra Normal também fica implicitamente restrita.

As estruturas geoldgicas em subsuperficie representam diferencas entre as distri-
buigoes de densidade interna da Terra Verdadeira e da Terra Normal. Em geofisica
aplicada, essas diferencas de densidade sao geralmente chamadas massas anomalas
(e.g., HAMMER, 1945; LAFEHR, 1965), anomalias de densidade (e.g., FORS-
BERG, 1984), ou fontes gravimétricas (e.g., BLAKELY, 1996). Aqui, optamos por

usar a ultima nomenclatura.

2.2 Sistemas de Referéncia Terrestre usados em

modelagem de gravidade

Ha trés importantes Sistemas de Referéncia Terrestre usados em geofisica aplicada.
Todos eles acompanham a rotagao da Terra e sao usados na descricao das posicoes e
movimentos de objetos localizados sobre ou préximo a superficie da Terra (TORGE
e MULLER, 2012). O primeiro é o Sistema Cartesiano Geocéntrico (SCG) com
eixo Z coincidente com o eixo de rotacao médio da Terra, eixo X apontado para
o meridiano médio de Greenwich e eixo Y completando o sistema da regra da mao
direita (Figura 2.1). Este sistema de referéncia tem diferentes nomenclaturas na
literatura: Mean Terrestrial System (e.g., SOLER, 1976), Earth-fixed geocentric
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Cartesian system (e.g., TORGE e MULLER, 2012) ou Earth-centered Earth-fixed
system (e.g., BOUMAN et al., 2013), por exemplo. Neste estudo, optamos por usar
o termo Sistema Cartesiano Geocéntrico (SCG).

O segundo sistema de referéncia, o Sistema Geodésico Geocéntrico (SGG), é defi-
nido pelo elipsoide de referéncia usado no modelo de Terra Normal (BOUMAN et al.,
2013; HEISKANEN e MORITZ, 1967; SOLER, 1976; TORGE e MULLER, 2012).
A posicao de um ponto é definida pela altitude geométrica h, latitude geodésica
@, e longitude A\ (Figura 2.1). Em cada ponto (h, ¢, A), ha trés vetores unitérios
mutualmente ortogonais definidos como (SOLER, 1976):

COS Y COS A —sin cos A —sin A
U= | cosp sinA V= | —sinpsin A W= | cosA | . (2.1)
sin ¢ cos 0

Equagoes para conversao entre estes sistemas podem ser encontrados na literatura
(e.g., BOUMAN et al., 2013; HEISKANEN e MORITZ, 1967; TORGE e MULLER,
2012).

O 1ltimo sistema é o Sistema Cartesiano Topocéntrico (SCT), que é comumente
usado em estudos geofisicos de escala local. Uma vez fixada a origem do SCT em um
determinado ponto (h,p, ), seus eixos x e y sao definidos pelos vetores unitérios
¥V e W (equagdo 2.1), respectivamente, e seu eixo z é definido pelo oposto ao vetor

unitario @ (Figura 2.1c).

2.3 Distirbio de gravidade e anomalia de gravi-
dade

Sejam v p e gp, respectivamente, o vetor gravidade normal e o vetor gravidade (livre
de efeitos nao-gravitacionais devido ao movimento do veiculo e variagdes temporais
como as marés terrestres e de deriva instrumental), ambos localizados no mesmo
ponto P. Neste caso, o vetor gravidade gp é o gradiente do potencial de gravidade,
que é a soma dos potenciais gravitacional e o centrifugo produzidos pela Terra no
ponto P. Similarmente, o vetor gravidade normal v, é o gradiente do potencial de
gravidade normal, que é a soma dos potenciais gravitacional e centrifugo produzidos
pela Terra Normal no ponto P. Por definicao, a parte centrifuga do potencial de
gravidade normal é igual a parcela centrifuga do potencial de gravidade.

A diferenca entre gp e yp, no mesmo ponto P, define o vetor distirbio de gra-
vidade (Figura 2.2):
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(a)

(b)

Figura 2.1: (a) e (b) Sistema Cartesiano Geocéntrico (SCG) e Sistema Geodésico
Geocéntrico (SGG). A posi¢ao de um ponto no SCG é definida pelas coordenadas
cartesianas geoceéntricas (X,Y, Z) , em que o eixo Z coincide com o eixo médio de
rotacao da Terra, eixo X aponta para o Meridiano de Greenwich e Y aponta para
leste. O SGG ¢ definido por um elipsoide oblato com semi-eixo menor b e semi-eixo
maior a. Neste sistema, a posicao de um ponto é determinada pelas coordenadas
geodésicas altitude geométrica h, latitude geodésica ¢ e longitude A. Os vetores
unitdrios @, v e w definem dire¢bes mututamente ortogonais em um determinado
ponto. As quantidades associadas ao ponto P estao indicadas com o subscrito P.
Em (b), @ representa um ponto sobre o elipsoide de referéncia na mesma latitude
e longitude do ponto P. (c) Sistema Cartesiano Topocéntrico (SCT) com origem
em um ponto P. Neste sistema, a posicao de um ponto é definida por coordenadas
cartesianas topocéntricas (z,y, z) em que z e y sdo paralelos aos vetores unitérios ¥
e W, respectivamente, e o eixo z é oposto a . Em (c), o SCT é representado com
origem no ponto P. O plano de cor cinza é o mesmo mostrado em (a) e (b).
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Superficie Fisica da Terra

Geoide

Elipsoide de Referéncia

Figura 2.2: Vetor gravidade gp, vetor gravidade normal ~p, vetor disturbio de
gravidade 0gp (equagao 2.2) e vetor unitdrio up (equagao 2.1) em um ponto P
sobre a superficie da Terra. Vetor gravidade gg em um ponto )’ sobre o geoide
(uma superficie equipotencial particular do potencial de gravidade), vetor gravidade
normal 7, em um ponto ) sobre o elipsoide de referéncia, altitude geométrica hp,
altitude ortométrica Hp e altura geoidal Np associadas ao ponto P. Os pontos @)
e P possuem as mesmas latitude e longitude. A linha pontilhada que passa por )
e P é normal ao elipsoide de referéncia e representa a linha de campo associada ao
campo de gravidade normal. A linha pontilhada curva que passa por @), Q' e P
define a linha de prumo do campo de gravidade. Esta representacao esquematica
¢ meramente ilustrativa em que os vetores estao dispostos no plano da folha. Os

vetores apresentados também podem variar na dire¢ao perpendicular ao plano da
folha.



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 13

0gp =8P —Yp - (2.2)

Como as partes centrifugas do vetor gravidade normal e do vetor gravidade da
Terra sao iguais, o vetor disturbio de gravidade dgp representa efeitos puramente
gravitacionais causados pelos contrastes entre as distribuigoes internas de densidade
da Terra verdadeira e da Terra Normal, isto é, pelas fontes gravimétricas.

A diferenga entre as magnitudes do vetor gravidade gp = ||gp|| (gravidade) do
vetor gravidade normal vp = ||7p||, no mesmo ponto P, é o distirbio de gravidade
(HEISKANEN e MORITZ, 1967; HOFMANN-WELLENHOF e MORITZ, 2005):

dgp = gp — VP - (2.3)

Note que dgp nao é equivalente a magnitude do vetor disturbio de gravidade dgp
(BARTHELMES, 2013; SANSO e SIDERIS, 2013).

O wvetor anomalia de gravidade associado ao ponto P é a diferenca entre o vetor
gravidade no ponto @)’ sobre o geoide (uma superficie equipotencial particular do
potencial de gravidade) e o vetor gravidade normal no ponto @) na superficie do

elipsoide de referéncia (Figura 2.2):

Agp =g — Yo (2.4)

Similarmente ao disturbio de gravidade (equagao 2.3), a anomalia de gravidade

associada ao ponto P é dada por

Agp = go' — g (2.5)

em que go ¢ a magnitude do vetor de gravidade no geoide, e 7o é a magnitude do
vetor de gravidade normal no elipsoide de referéncia (Figura 2.2).

Chamamos a atencao para um aspecto importante das defini¢oes do vetor de ano-
malia de gravidade Agp (equagao 2.4) e da anomalia de gravidade Agp (equagao 2.5).
Estas quantidades nao sao computadas no ponto P. Elas dependem das quantidades
definidas nos pontos @) and @' (Figura 2.2), que tem a mesma latitude geodésica pp
e longitude Ap do ponto P. Note que, dado uma latitude geodésica e longitude, os
pontos @ and @' (Figura 2.2) sdo fixados sobre o elipsoide e o geoide, respectiva-
mente. Consequentemente, o vetor anomalia de gravidade e a anomalia de gravidade
nao podem ser definidos a uma altitude especifica. Na verdade, tal como apontado
por BARTHELMES (2013), essas quantidades ndo dependem da altitude, mas so-
mente da latitude e da longitude. Este aspecto nao é comumente enfatizado nos
textos da geofisica, criando uma fonte de confusao. Por defini¢ao, o vetor anomalia

de gravidade Agp (equagao 2.4) é a diferenga entre o vetor gravidade g¢, no geoide,
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e o vetor gravidade normal «4, no elipsoide. De forma semelhante, a anomalia de
gravidade Agp (equacdo 2.5) é a diferenca entre a gravidade gg/, no geoide, e a
gravidade normal 7, no elipsoide. Por conseguinte, o vetor anomalia de gravidade
e a anomalia de gravidade (i) sdo combinagoes de efeitos gravitacionais e centrifugos
(e nao efeitos puramente gravitacionais produzidos pelas fontes gravimétricas), (ii)
nao sao fungoes harmonicas e , portanto, (iii) nao podem, rigorosamente falando,

ser continuados para cima ou para baixo.

2.4 Anomalias Ar-livre e Bouguer

O vetor anomalia de gravidade Agp (equagao 2.4) é uma quantidade sem uso pratico
na geofisica. Por outro lado, a anomalia de gravidade Agp (equagao 2.5) tem sido
intensamente aplicado pelos geofisicos na investigacao de estruturas geoldgicas em
subsuperficie. Para computar a anomalia de gravidade, algumas correcoes devem ser
aplicadas as medidas de gravidade que sao normalmente realizadas sobre ou préximo
a superficie da Terra. Estas correcoes sao chamadas de reducdes gravimétricas e defi-
nem diferentes tipos de anomalias. Ha duas anomalias de gravidade frequentemente
usadas na geofisica. A primeira, a anomalia ar-livre, é definida como (BLAKELY,
1996; HOFMANN-WELLENHOF e MORITZ, 2005):

vy

Agp = gp — (’YQ + 9 HP> , (2.6)

em que 0v/0h ~ —0.3086 mGal/m é a derivada da gravidade normal com respeito
a altitude geométrica h e Hp é a altitude ortométrica (i.e., com respeito ao Geoide)
do ponto P (Figura 2.2). O produto (0v/0h)Hp é denominado correcio ar-livre.
A segunda anomalia de gravidade importante na geofisica é a anomalia Bouguer
(BLAKELY, 1996; HOFMANN-WELLENHOF e MORITZ, 2005), que pode ser

definida como:

0
Agp = gp — (7@ - a—Z Hp) — 2nGp,10° Hp | (2.7)

em que p; ¢ a densidade (em kg/m?) das massas topogréficas localizadas entre P e
o Geoide, G é a constante gravitacional em m?/(kg s?) e 10° transforma m/s* em
mGal. O ultimo termo da equacao 2.7 é denominado corre¢cao Bouguer.

Na expressao de anomalia ar-livre (equagao 2.6), o termo entre parénteses repre-
senta uma aproximacao em série de Taylor de primeira ordem da gravidade normal
em um ponto P’ com altitude geométrica hpr numericamente igual a altitude or-
tométrica Hp associada ao ponto P (Figura 2.2). A corre¢cao Bouguer definida

na equacao 2.7 aproxima o efeito gravitacional produzido por todas as massas to-
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pograficas posicionadas acima do Gedide no ponto P pelo efeito de uma placa hori-
zontal infinita e homogénea de densidade constante p; e espessura Hp (BLAKELY,
1996; HOFMANN-WELLENHOF e MORITZ, 2005).

A continuacao para cima de anomalias de gravidade é comumente vista na li-
teratura. Ao se fazer tal operacao, admite-se implicitamente que a anomalia de
gravidade é uma aproximagcao do disturbio de gravidade. Este tiltimo, em contra-

partida, é uma funcao harmonica e pode ser continuado.

2.5 Distirbio de gravidade versus anomalia de

gravidade

O disturbio de gravidade dgp em um ponto P pode ser aproximado a partir do valor

da gravidade gravidade normal no elipsdide 7o da seguinte forma:

)
ogp R gp — (’YQ + %hp) : (2.8)

em que hp é a altitude geométrica do ponto P. Note que esta aproximacao é
muito semelhante a equacao que define a anomalia ar-livre (equagao 2.6). Usando
as eqgs. 2.6 e 2.8, estima-se a diferenca absoluta entre o distirbio de gravidade e a
anomalia de ar-livre:

0
0gp — Agp| = ‘a—sz : (2.9)

em que Np =~ hp — Hp é a altura geoidal (Figura 2.2) associada ao ponto P. Esta
aproximagao é valida para pontos P sobre ou proximo da superficie terrestre e
assume que o geoide e a superficie do elipsoide de referéncia sao paralelos em P e
em areas do entorno. As equagoes 2.8 e 2.9 sao usadas na geodésia para a definigao
da equacao fundamental da geodésia fisica (HOFMANN-WELLENHOF e MORITZ,
2005).

Sabemos empiricamente que a altura geoidal é ~ +1 m (TORGE e MULLER,
2012, p. 79) nos oceanos e alcanga o valor absoluto méximo de ~ 120 m em outras
regides do planeta (SANSO e SIDERIS, 2013, p. 45). No Brasil, por exemplo, a
altura geoidal varia entre ~ +30 m (IBGE, 2015). Utilizando este valor para a
altura geoidal N,, verifica-se que a diferenga absoluta méxima entre o distirbio de
gravidade e a anomalia ar-livre no Brasil é, de acordo com a equacao 2.9, igual a
9.3 mGal.

Usando a aproximacao definida na equacao 2.8, é possivel definir o disturbio
de gravidade corrigido do efeito gravitacional das massas topograficas da seguinte

forma:
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0
598 ~ gp — <7Q + O_th) — 271G p10° hp . (2.10)

Subtraindo a expressao 2.7 de 2.10 e tomando o mdédulo de ambos os lados da

igualdade, computa-se a diferenca absoluta entre o distirbio corrigido dos efeitos

topogréficos (6g5) e a anomalia Bouguer (Ag5):
vy

‘5gg — Agg| R~ ‘——Np — 21Gp10° Np

5 (2.11)

A relagao 2.11 é chamada de efeito geofisico indireto (HINZE et al., 2005). Atri-
buindo os valores 2,67 g/cm?® e 30 m a p; e N,, respectivamente, estima-se que a
diferenca absoluta maxima entre o distirbio corrigido dos efeitos topograficos e a

anomalia Bouguer é, de acordo com a equagao 2.11, igual a 7.98 mGal.

2.6 Distiurbio de gravidade dg versus g

A partir da equagao 2.2, o vetor gravidade gp no ponto (hp,p, Ap) referido no

SGG (Figura 2.1) pode ser representado por:

g =", +0g;. (2.12)

A gravidade g; = ||g;|| pode ser aproximada por uma expansao em série de Taylor

de primeira ordem (SANSO e SIDERIS, 2013):

gp ~ P +Yp0gP (2.13)

em que ' denota transposicao, vp = ||vp|| € 4p € um vetor unitério com a direcao do
vetor gravidade normal no ponto P. Esta aproximacao é vélida porque vp > ||dgp||
em todos os pontos sobre ou acima da superficie da Terra. Esta aproximacao é
comumente utilizada na geodésia (e.g., SANSO e SIDERIS, 2013) e ¢ ansloga A
aproximacao usada para as anomalias magnéticas de campo total (e.g., BLAKELY,
1996). Usando a equagao 2.13, o disturbio de gravidade (equacao 2.3) pode ser

reescrito como:

Sgp = A pogp . (2.14)

Esta equacao mostra que o distirbio de gravidade dgp é aproximadamente a projecao
do vetor distirbio de gravidade dgp na direcao do vetor gravidade normal ~p
(HOFMANN-WELLENHOF e MORITZ, 2005; SANSO e SIDERIS, 2013). Sendo
assim, o distirbio de gravidade representa a componente h (normal ao elipsoide) da

atragao gravitacional exercida pelas fontes gravimétricas no ponto P. Seguindo a
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formulagao definida em VAJDA et al. (2004), o distirbio de gravidade em um ponto

P pode ser descrito por:

“(hp, op, Ap, I, @, X
(59P=G///Ap(h',g0’,)\’) 0L (e op A W0 A) g (g 15

oh

em que G ¢ a constante gravitacional dada em m?/kg - s*, L7 (hp,op, A\p, b/, @', X)
¢ a fungao harmonica que representa o inverso da distancia Euclidiana (definida no
sistema SGG) entre o ponto P e um ponto (', ¢’, ') localizado dentro do volume v
da Terra e Ap(h/, ', X') é o constraste de densidade no ponto (h', ¢’, \'). O elemento

de volume dv’ é expresso por
dv' = (N"+h") (M"+ 1) cos¢’, (2.16)

em que
a ' A — a(l—e?)

V1 —eZsin? ¢ ’ (1 — e2sin® /)32

sao os raios de curvatura principal e meridional, respectivamente (SANSO e SIDE-

RIS, 2013; SOLER, 1976; TORGE ¢ MULLER, 2012).

N =

(2.17)



Capitulo 3

Metodologia

3.1 Método dos pontos de massa

Seja d? o disturbio de gravidade observado na posicao (h;, i, A\i), @ = 1,..., N.

Considere que o disturbio observado pode ser aproximado pela seguinte equacao:

M
dg ~ dZB + ij aij y (31)

Jj=1

em que d? é a componente de longo comprimento de onda predita por um modelo
global do campo de gravidade e o somatorio representa uma combinacao linear das
fungoes harmonicas da componente de curto comprimento de onda de df, em que p;

é 0 j-ésimo coeficiente e

L™ (i, i, Nis hjy 05, ;)
oh ’

aij = alhg, di, iy by, 05, \;) = 10° - G (3.2)
sendo, L™ /Oh a derivada na diregao h da funcao inverso da distancia euclidiana
em coordenadas geodésicas (VAJDA et al., 2004), G a constante gravitacional e 103
o fator de conversao de m/s? para mGal. Do ponto de vista fisico, cada termo p;a;;
(eq. 3.2) representa a componente h da atragdo gravitacional exercida, no ponto
(hi, i, Ai), por um ponto de massa localizado na posicao (h;, ¢;, A;), com massa p;,
j=1,....,M. A equagao 3.1 pode ser reescrita em notagao matricial da seguinte
forma:

d°~dB + A 9] ) (3.3)

em que d° é um vetor N x 1 (vetor de dados observados), cujo i-ésimo elemento
é o distirbio de gravidade observado d¢ (eq. 3.1), dB é um vetor N x 1 (vetor
correspondente a componente de longo comprimento de onda) cujo i-ésimo elemento
6 dP (eq. 3.1), p 6 um vetor M x 1 (vetor de parametros), cujo j-ésimo elemento é a

massa p; do j-ésimo ponto de massa e A é uma matriz N x M, cujo elemento [A4;;] é

18
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definido pela fun¢ao harmonica a;; (eq. 3.2). Observe que os M parametros p formam
uma camada de pontos de massa que representa uma superficie discreta ficticia em
subsuperficie. Neste trabalho, a distribuicao de massa da camada, descrita por
este vetor, nao tem nenhum significado geolégico. Ela tem, apenas, o objetivo de
reproduzir os dados observados.

Como definido na equacao 3.3, o vetor dB representa as feicoes de longo com-
primento de onda e o vetor dado pela multiplicacaio Ap representa as feicoes de
curto comprimento de onda do campo de gravidade. Repare que Ap corresponde ao
efeito gravitacional dos pontos de massa. Neste caso, ao fixar a posicao dos pontos
de massa, é possivel estimar o vetor de parametros p que descreve estas feicoes de

curto comprimento de onda resolvendo-se o seguinte sistema linear:
d°-dP~Ap . (3.4)
A solucao nao regularizada do sistema linear descrito pela equacao 3.4 é dada por
p=(ATA) AT (a°—d®) . (3.5)

A matriz de sensibilidade A (eq. 3.4) é construida a partir das coordenadas dos
dados de observacao (h;, ¢;, A;) e da profundidade h; dos pontos de massa. Analo-
gamente, a matriz AT A (eq. 3.5) é também resultante destas mesmas coordenadas
de observacao e da mesma profundidade. Sendo assim, a distribuicao espacial dos
dados e a profundidade da camada de pontos de massa regulam o condicionamento
da matriz ATA. Dados regularmente espacados resultam em uma matriz ATA
bem condicionada. Isto se deve, entre outras coisas, pelo fato de nao haver so-
breposicao de fontes ou fontes localizadas muito préximas umas das outras. Em
tais condicoes, cada coluna da matriz AT A corresponde a um vetor linearmente
independente e o posto da matriz é completo. Em contrapartida, quando ha ob-
servagoes muito proximas entre si, ha semelhenca entre estas fungoes harmonicas,
assim como algumas colunas da matriz AT A. Consequentemente, o posto da matriz
torna-se deficiente e o niimero de vetores linearmente independentes é reduzido. Este
problema é contornado adicionando o termo de regularizagao (uZ) na solugao da
equacao 3.5 (ASTER et al., 2005; GOLIKOV e EVTUSHENKO, 2015; TIKHONOV
e ARSENIN, 1977) como em

p=(ATA+uZ) AT (d°~d®) . (3.6)

Com relacao a profundidade, costuma-se estabelecer um valor arbitrario e uti-
liza-lo para obter uma solucao da equacao 3.5 ou 3.6. Caso a solucao encontrada seja

instavel, um outro valor de profundidade ¢é testado e o processo se repete por tenta-
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tiva e erro até que a profundidade resulte em uma matriz AT A bem condicionada
e uma solucao estavel para o sistema linear. Para problemas formulados no sistema
de coordenadas esféricas, é possivel usar a técnica do best r-formula (HARDY e
GOPFERT, 1975) que consiste em estimar a profundidade étima da camada usando
a equacao de condicao dada por

1 2 3

" B =0 (3.7
R—r (R2+T2 _QRTCOS¢S)1/2 (R2_|_7=2 _2RTCOSQ/JM)1/2 ( )

Esta equagao é obtida a partir de pontos de massa posicionados a uma profundidade
radial a ser determinada R — r abaixo de cada vértice de um triangulo equilatero
esférico ficticio. Os termos da equacao 3.7 sao definidos como: R é o raio médio da
Terra, r < R é o raio da esfera ficticia, 1g é o espacamento entre os pontos de massa
e g € o espacamento entre o vértice e o centro do triangulo.Tal condicao pode ser
estendida a qualquer nimero de pontos de massa sobre uma esfera, contanto que es-
tejam regularmente espacados entre si (HARDY e GOPF ERT, 1975). Isto confirma
a obrigatoriedade da configuracao espacial regular. H&a ainda relacoes empiricas
como a de DAMPNEY (1969) que estabelece uma faixa de valores possiveis para a
profundidade dentro do intervalo [2, 5Ax; 6Az], em que Az é o valor do espa¢amento
entre as observagoes. A relagdo empirica de DAMPNEY (1969) também esta res-
trita aos casos em que os dados sao regularmente espacados e que o sistema de
coordenadas é o Cartesiano. Neste trabalho, estabelecemos um critério de escolha

da profundidade baseada nos autovalores da matriz de sensibilidade AT A.

3.2 Critério da escolha da profundidade

A decomposi¢ao em valores singulares (singular value decomposition ou SVD) da
matriz A de dimensdes N x M, definida na equagao 3.4, é descrita como (ASTER
et al., 2005)

A=UAV" | (3.8)

em que U é uma matriz ortogonal N x N, V é outra matriz ortogonal M x M e A

¢ a matriz N x M cujos elementos sao os autovalores de A:
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(A 000 ]
0 X O
0O 0 0 -+ A
para N >M — A = M (3.9)
o 0 0 - 0
0
o 0 0 - 0
(A 0 0 -~ 0 00
0O >0 -+ 0 O0O0 ---0
para N<M — A = S S (3.10)
000 - Ay 00 -+ 0
A partir das equacoes 3.9 e 3.10, mostra-se que
ATA=VSV' | (3.11)
em que S ¢ uma matriz diagonal dada por
(51 0 0 - 0 |
S9 0
0 S3
S=ATA=|0 0 0 -~ . 0 0 --- 0 (3.12)
o 0 0 --- 0 0 0
o 0 0 --- 0 0 0
o0 0 -~ 0 0 0 - sy
contém os autovalores s;, parai = 1,2, --- , M, da matriz AT A, que por sua vez sao

iguais ao quadrado dos valores singulares de A (STRANG, 1990, p. 443), ou seja,
s; = A2

Considere que a matriz ATA (equacdo 3.4) seja calculada utilizando-se uma
profundidade constante h; = hy para todos os pontos de massa. Os autovalores s;
(equagao 3.12) computados utilizando-se esta profundidade constante de h; estao
representados de forma esquematica na Figura 3.1 a. De maneira semelhante, a

Figura 3.1 b ilustra os autovalores calculados com outra profundidade constante hs.
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Autovalores
Autovalores

A 4
A 4

indices indices
(a) (b)

Figura 3.1: Esquema representativo do grafico dos autovalores s; (equagao 3.12) da
matriz AT A (equacao 3.4) obtidas com duas profundidades distintas para os pontos
de massa.

Para cada profundidade h;, é possivel computar uma quantidade (); definida

pela equagao

1
j — i ) 1
Qg o ;1 S (3 3)

em que Sy,qp ¢ 0 autovalor maximo da matriz AT A calculada usando a profundidade
h;. A quantidade @); é proporcional a drea abaixo da curva formada pelos autovalores
da matriz ATA, calculada com hj, e representa uma medida da qualidade desta
matriz. Esta quantidade é utilizada em técnicas de desenho experimental estatistico
CURTIS (2004) para avaliar a qualidade de um determinado arranjo experimental.
Dessa forma, a Figura 3.2 representa a qualidade da matriz AT A em funcdo da
profundidade h;. A regiao que comporta o valor de maxima qualidade @); é aquela

que contém a profundidade 6tima da camada de pontos de massa.

3.3 Algoritmos

A primeira abordagem proposta para resolver o sistema linear caracterizado pelos
pontos de massa consiste em obter uma estimativa p para o vetor de parametros
p por meio da solucao iterativa do sistema linear definido pela equacao 3.4. Por

conveniéncia, esta abordagem serda denominada multi-camadas. Nesta abordagem,



CAPITULO 3. METODOLOGIA 23
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Figura 3.2: Esquema representativo da qualidade da matriz ATA (equacdo 3.4)
em funcao da profundidade dos pontos de massa. Cada ponto neste grafico repre-
senta um valor de qualidade @; (equagao 3.13) calculado com uma determinada
profundidade h; para os pontos de massa.

considere que o vetor de parametros seja representado da seguinte forma:

p=|. , (3.14)

Mx1

em que py é um vetor M, x 1 associado a uma camada de pontos de massa localizados
a uma profundidade constante hy, £ = 1,...,L, em que hy, > hy_1 > --- > hq, ja
que todos os h’s estao abaixo da superficie do elipsoide (h = 0), e M = ZZLZI M,.
O critério de escolha da profundidade é usado somente para ¢ = 1. Utilizando esta
representacgao particionada do vetor de parametros (eq. 3.14), a equagao 3.4 pode

Ser expressa como

L
d°-d®~) Aps . (3.15)
=1
Nesta equacao, cada submatriz Ay, / = 1,..., L, possui dimensao N x M, e elemento
17 dado por:
[Adly; = alhi, i, iy he, 65, A5) : (3.16)

As submatrizes definem o efeito gravitacional produzido pela ¢-ésima camada de
pontos de massa, £ = 1,..., L, nos pontos de observagao (h;,;, \;), t = 1,..., N.
O algoritmo 1 mostra as etapas para obter a estimativa p do vetor de parametros
segundo a abordagem multi-camadas.

Em cada iteracao do algoritmo 1 é obtida uma estimativa p, de uma componente
pe, { = 1,...,L, do vetor de parametros (eq. 3.14). Cada estimativa P, define a

distribuicao de massa sobre uma camada ¢ de pontos de massa localizados a uma
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profundidade constante h,. Na camada mais profunda (¢ = 1), hd um ponto de
massa posicionado abaixo de cada dado observado d? (eq. 3.1). Note que, por conta
disso, o nimero de elementos M; do vetor p; ¢ igual ao nimero N de dados obser-
vados. A estimativa p; associada a camada ¢ = 1 é obtida resolvendo-se o sistema
linear definido na etapa 2 do algoritmo 1. Neste sistema, o termo que depende da
matriz identidade I, de ordem M, representa o vinculo de Tikhonov de ordem zero
(ASTER et al., 2005), em que p é o parametro de regularizagdo. O parametro p
tem significado meramente matemético, comumente usado nos problemas de ponto
de massa (LIN et al., 2014, 2016). Ao parametro de regularizacao, multiplica-se
fo que representa um fator de normalizacao do termo e é calculado pelo trago da
matriz AT A dividido por M,. Para estimar os parametros associados a camada
seguinte (¢ = 2), o algoritmo calcula o vetor de residuos r, obtido por ry—1 — Ay_1Py
e realiza uma filtragem destes residuos. Esta filtragem é feita pela funcao abs na
etapa 4 do algoritmo 1, que representa uma variacao da funcao mddulo. Esta funcao
seleciona apenas os elementos de r, cujos valores absolutos sao maiores que uma
constante 7, que deve ser predefinida. Este novo vetor de residuos, cujo nimero de
elementos M, < M,_,, passa a ser o novo vetor r, utilizado no sistema linear da
etapa 6. A constante 7 define tanto o parametro de selecao dos maiores residuos
quanto o parametro do critério de parada do algoritmo na etapa 8. Nas etapas
seguintes, define-se uma nova camada de pontos de massa mais rasa, localizada em
uma profundidade hy > hy_1, cujo niimero total de pontos de massa é M,, e obtém-se
uma nova estimativa p, a partir da solu¢ao de um novo sistema linear (etapa 6 do
algoritmo 1). Diferentemente daquele definido na etapa 2, o sistema mostrado na
etapa 6 é formado por uma matriz Ay, com M, x M, elementos. Note que o uso de
A, a0 invés de Ay (eq. 3.15), ¢ =2,..., L, pressupbe que a estimativa p, pode ser ob-
tida apenas com os residuos filtrados na etapa 4. Portanto, a filtragem dos residuos
impoe uma filtragem dos pontos de massa, fornecendo uma matriz de sensibilidade
com numero de linhas e colunas também reduzido (M, < N). Caso nao houvesse a
etapa 4, a nova camada ¢ teria o mesmo nimero de elementos da camada ¢—1. Isso
significa que todas as camadas teriam N pontos de massa, uma vez que M; = N.
A etapa 4 causa uma reducao progressiva do esfor¢co computacional envolvido em
cada etapa do algoritmo 1 e determina o niimero M, de pontos de massa de cada
camada. A premissa por tras desta etapa é que, a cada iteragao, os residuos altos
ficam concentrados em uma regiao cada vez menor e, consequentemente, o niimero
de pontos de massa necessarios para ajustar estes residuos fica cada vez menor.
Vale ressaltar que as estimativas py, £ = 1,...,L, sao obtidas por meio da
solucao de um problema inverso linear com vinculo de Tikhonov de ordem zero,
em que o parametro de regularizacao é pu. O ntumero total L de camadas depende

deste parametro de regularizagao p e também da constante 7, que estabelece uma
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tolerancia no ajustamento dos dados. Note que a constante 7 é definida como um
limite maximo para o valor absoluto dos residuos.

A abordagem multi-camadas é similar aquela empregada por REILLY e HER-
BRECHTSMEIER (1978). Uma das desvantagens desta abordagem é que o intérprete
precisa definir as profundidades hy, das L camadas necessérias para ajustar os dados.
Para contornar este problema, proponho uma abordagem baseada na estimativa ro-
busta dos parametros que definem uma tunica camada de pontos de massa. Por
conveniéncia, esta abordagem sera denominada robusta. Nesta abordagem, obtém-
se uma estimativa p para o vetor de parametros p que define uma tinica camada de
pontos de massa localizada em uma profundidade constante hy. Esta estimativa é
obtida utilizando-se o método dos Minimos quadrados reponderados iterativamente
(SCALES; GERSZTENKORN; TREITEL, 1988; ASTER; BORCHERS; THUR-
BER, 2005). O algoritmo 2 mostra as etapas para obter a estimativa p do vetor de
parametros segundo a abordagem robusta.

O algoritmo 2 ¢ iniciado de forma anéloga ao algoritmo 1. Uma estimativa P,
(etapa 2), em que £ = 1,2,--- L é o nimero da iteragdo do algoritmo robusto,
do vetor de parametros p (eq. 3.14) dos pontos de massa da camada é obtida por
minimos quadrados. A camada é fixada a uma profundidade hy e os pontos de
massa sao distribuidos espacialmente de forma a conter um ponto de massa abaixo
de cada dado observado d? (eq. 3.1). O termo que depende da matriz identidade
I de ordem M também representa o vinculo de Tikhonov de ordem zero (ASTER
et al., 2005), sendo p o parametro de regularizagao. Analogamente ao algoritmo 1, o
parametro p tem significado meramente matematico. O fator de normalizacao fj é
inserido no sistema linear multiplicando o termo de regularizagao, como descrito no
algoritmo 1. Esta regularizagao, ao contrario do que é feito no algoritmo anterior, é
aplicada somente na etapa 2. A partir da etapa 3, os algoritmos tomam caminhos
diferentes. A estimativa p, compoe um conjunto de valores iniciais de um processo
iterativo que a cada passo atualiza a si mesmo. Ela é usada para computar o vetor
de residuos r, (etapa 3), que por sua vez é utilizado no calculo da matriz diagonal R,

(etapa 4). Os elementos da diagonal da matriz R, sdo definidos da seguinte forma:

Rel; = ([, [+, i=1,...,N, (3.17)

em que | [ry], | é o valor absoluto do i-ésimo elemento do vetor de residuos ry e € é uma
constante pequena e positiva (em geral, e = 1071%). A solugao da equagao linear gera
uma estimativa refinada de p, (etapa 5). A cada novo refinamento da estimativa
P, os residuos sao recalculados e o processo recomeca até que a condigao de parada
seja satisfeita (etapa 6). Note que neste algoritmo nao hd mudanca do nimero de

fontes e/ou de profundidades. Tao logo o algoritmo ¢é iniciado, a profundidade é
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fixada em hg e o nimero de fontes permanece igual ao niimero de dados observados

N para todas as iteragoes.

Algorithm 1: Algoritmo multi-camadas
Entrada d°, dB, pu, 7

1 (=1, defina hy = ho; M, = N; defina r, = d° — dB; calcule f, = Tr (%)

Resolva o sistema linear
[(ATAY) + i fol] pe=Ag'ry
para obter uma estimativa py
(< 0+1,calculer; <1y 1 — Ay 1Pr1
ry, My < abs(ry_1,T)

5 Defina hy, calcule A[; calcule f: Tr (AA;?)

N

W

6 Resolva o sistema linear
[(AZAZ> + Mffz} P = A}rre
para obter uma estimativa py

0+ 0+1, calcule vy < ro_1 — AyPr_1
Condicao de parada:

® =

® Se ‘|ch‘,| < T, pare;

e Senao, retorne ao item 4.
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Algorithm 2: Algoritmo robusto

1

2

3
4

Entrada d°, dB, u, €, 7
Defina hg, £ = 1, calcule fy = Tr <‘Az\;f>

Resolva o sistema linear
[(ATA) +pfoI]p = AT (d° — d®)
para obter uma estimativa py
Calcule ry = (do — dB) — Apy
C+—10+1
Calcule a matriz diagonal R, utilizando o vetor de residuos r,_
Resolva o sistema linear
(ATRKA) P = ATRg (do — dB)
para obter uma estimativa Py
Condicao de parada:
® Se % < T, pare;

e Senao, retorne ao item 3.




Capitulo 4

Resultados e Discussoes

4.1 'Teste de Validacao

O teste de validacao tem a finalidade de provar, computacionalmente, a aproximacao
da equacao 2.14 e entender a construcao da matriz de sensibilidade A;; ao computar
cada elemento a;;.

E feita a comparagao entre a componente h do vetor disturbio de gravidade
(equagao 2.2) e o disturbio de gravidade (equagao 2.3) produzidos por um corpo
sintético que simula uma fonte de massa esférica com raio 12 km, centro localizado na
posicao (h, o, \) = (=60 km, —10°, —48°) e contraste de densidade 5000 kg/m3. Os
dados foram calculados em um conjunto de pontos regularmente espacados de 0.1°
ao longo da latitude ¢ e da longitude A. Os pontos de observacao estao localizados
na altitude constante h = 15 km, na regiao definida entre as latitudes —14° e 6° e
longitudes —52° e —44°. Os dados foram simulados no SGG (Figura 2.1).

A Figura 4.1 mostra as componentes do vetor distirbio de gravidade (equagao 2.2)
produzidas pela esfera. Vale lembrar que, neste caso, o vetor disturbio de gravidade
¢ a atragdo gravitacional produzida pela esfera. A componente h (Figura 4.1 c)
foi calculada multiplicando-se a equacao 3.2 pela massa da esfera. As demais com-
ponentes foram calculadas utilizando-se equagoes similares a 3.2 (ndo mostradas).
Por conveniéncia, a componente h (Figura 4.1 ¢) do vetor distirbio de gravidade
produzido pela esfera sintética estd representada com o sinal contrario (—dgy).

A Figura 4.2 mostra a gravidade normal v, a gravidade g e o disturbio de gra-
vidade d¢ (equagao 2.3) produzido pela esfera sintética. A gravidade normal foi
calculada com a equacdo apresentada por LI e GOTZE (2001). O célculo da gra-
vidade é baseado na equacao 2.2. Note que, de acordo com esta equacao, o vetor
gravidade é definido como a soma vetorial da gravidade normal e o vetor disturbio
de gravidade. Por defini¢ao, o vetor gravidade normal possui as componentes ¢

e A iguais a zero, sobrando apenas a componente h que esta representada na Fi-

28
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Figura 4.1:  Teste de validagdo. Componentes a) dg,, b) dgx e ¢) dg, do vetor
disturbio de gravidade produzidas pela esfera sintética sobre um conjunto de pontos
regularmente espacados ao longo da latitude ¢ e da longitude A, em uma altitude
constante h = 15 km. A esfera possui raio 12 km, centro localizado na posicao
(h, o, \) = (-60 km, -10 °, -48 °) e contraste de densidade 5000 kg/m?. O ponto azul
no centro das figuras representa a projecao da esfera no plano horizontal.
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Figura 4.2: Teste de validagao. a) Gravidade normal v, b) gravidade g e ¢) distirbio
de gravidade dg (equagao 2.3) produzidos pela esfera sintética sobre um conjunto
de pontos regularmente espacados ao longo da latitude ¢ e da longitude A, em uma
altitude constante h = 15 km. As caracteristicas da esfera estdo descritas no texto
e na Figura 4.1.
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Figura 4.3: Teste de validagdo. a) componente h do vetor distirbio de gravidade
(Figura 4.1 ¢), b) distirbio de gravidade (Figura 4.2 ¢) e ¢) diferenca entre os valores
absolutos do distirbio de gravidade (mostrado em b) e a componente h do vetor
disturbio de gravidade (mostrado em a).

gura 4.2 a. As componentes do vetor distirbio de gravidade estao representadas na
Figura 4.1. Portanto, o médulo da soma vetorial do vetor gravidade normal com
o vetor disturbio de gravidade fornece a gravidade observada na Figura 4.2 b. O
disturbio de gravidade é calculado diretamente da equacao 2.3.

A Figura 4.3 mostra a componente h do vetor distirbio de gravidade, o distirbio
de gravidade e a diferenca entre seus valores absolutos, respectivaente. Como po-
demos ver, as diferencas atingem valores absolutos maximos em torno de 0,00012

mGal e corroboram com a aproximagao definida pela equacao 2.14.

4.2 Teste com Dados Sintéticos

O modelo global EIGEN-6C4 (FORSTE et al., 2014) expandido até grau e ordem
65 foi usado como a componente de longo comprimento de onda do dado de gra-
vidade. Uma expressao analitica simples que estima a menor feicao representavel
pelo campo de gravidade pode ser encontrada em BARTHELMES (2013). Ela re-
laciona um arco de distancia, sendo o menor comprimento, com o mais alto grau
da expansao em harmonicos esféricos. Seguindo esta relagao, podemos concluir que
o grau selecionado representa sinais de longo comprimento de onda. O distirbio
de gravidade desta componente (d®), por sua vez, foi computado pela equagao 2.3,
substituindo o dado de gravidade do modelo EIGEN-6C4 no termo g e o resultado
da férmula descrita em LI e GOTZE (2001), avaliado nas mesmas coordenadas, em
~. As Figuras 4.4 a, b, ¢, d e e correspondem a dB observados na superficie da
Terra, e nas altitudes 3 km, 7 km, 20 km e 40 km, respectivamente. Para simular as
componentes de curto comprimento de onda, foi calculado o distirbio de gravidade

produzido por um modelo de fei¢oes lineares (modelo ndo mostrado) na superficie

mGal
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da Terra e nas altitudes de 3 km, 7 km, 20 km e 40 km (Figuras. 4.5 a, b, ¢, d e e,
respectivamente). Estas feigbes possuem profundidades distintas e, portanto, cau-
sam uma variagao no conteudo espectral do campo produzido. A Figura 4.6 mostra

as altitudes referentes aos mapas das Figuras. 4.4 a e 4.5 a.

4.2.1 Teste 1 - Dados regularmente espacados
Algoritmo multi-camadas

Os dados observados d° (eq. 3.3) usados no Teste 1 foram obtidos somando-se dB
predito pelo modelo EIGEN-6C4 (Figura 4.4 a) e a componente de curto compri-
mento de onda produzida pelas feigdes lineares (Figura 4.5 a), ambos avaliados na
superficie da Terra. Os dados foram limitados espacialmente nas latitudes —18° a
—8° e longitudes —50° a —40° (Figura 4.7), com o intuito de simular um levan-
tamento regional dentro da area de investigacao. Este levantamento seria aquele
responsavel por incluir a componente de curto comprimento de onda no modelo
global.

Seguindo o algoritmo multi-camadas, para ¢ = 0, o residuo rq (etapa 1), da pri-
meira iteragao, é definido como a diferenga entre os dados observados d° (Figura 4.7)
e dB predito pelo modelo EIGEN-6C4 (Figura 4.4 a), limitado na regiao do levan-
tamento sobre a superficie da Terra. Assim, o residuo rg é o proprio disturbio de
gravidade produzido pelas feigoes lineares na regiao do levantamento (Figura 4.8).

O parametro de regularizagao usado na solucao do sistema linear da etapa 2 foi
p=10"2e o7 =105 O critério da escolha da profundidade descrita na secao 3.2
foi usada para estimar a profundidade que fornece o melhor condicionamento das
matrizes AT A. Profundidades distintas foram testadas nas construcoes das matrizes
ATA para a configuracao estabelecida, em que cada ponto de massa é posicionado
abaixo de cada observacao. Os graficos da Figura 4.9 ¢ mostram as curvas de
autovalores geradas pela aplicagio da SVD sobre as diferentes AT A(h;)’s. Esta
figura mostra que de todas as profundidades varridas, a curva de 20 km é a que
produz a maior area (vide Figura 3.1). Com o valor do vetor de autovalores associado
a cada profundidade, as qualidades das matrizes sao calculadas pela equacao 3.13. O
grafico da Figura 4.9 b exibe os valores de qualidade das matrizes correspondentes as
suas respectivas profundidades. O valor maximo de qualidade calculada corresponde
a profundidade de 30 km. No entanto, devido a maior area encontrada ter sido para
a curva de 20 km, esta foi a profundidade estabelecida para a primeira camada de

pontos de massa. Uma vez estimada a profundidade da primeira camada h, para
he—1
2

A Tabela 4.1 mostra, em sequéncia, os indices das camadas ¢, o nimero de pontos

¢ = 0, as seguintes sao posicionadas segundo a relacao hy = , quando £ <+ ¢+ 1.

de massa M, usados para cada ajuste, suas respectivas profundidades hy, em km e o
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valor absoluto maximo dos residuos obtido apds cada etapa.

Tabela 4.1: Teste com dados sintéticos. Numero de pontos de massa M, profun-
didades h, e valor absoluto méximo dos residuos produzidos pelas L = 3 camadas
no algoritmo multi-camadas.

14 ‘ M, ‘ he (km) ‘ absoluto

0] 1156 | 20,0 0,06
1]1137 | 100 |7,08x1075
2| 156 | 5,0 | 9,98x107

A Figura 4.10 @ mostra o mapa dos residuos apds a primeira etapa do algoritmo,
com a camada ¢ = 0 localizada em hy = 20 km, composta por My = 1156 pontos
de massa que coincidem com o nimero total dos dados observados. Verifica-se que
o valor absoluto méaximo dos residuos atinge 0,06 mGal. Apds a segunda etapa
(¢ = 1), o mapa dos residuos obtidos sao aqueles mostrados na Figura 4.10 b. Nesta
etapa, utilizou-se uma camada contendo M; = 1137 pontos de massa, menos pontos
que a camada anterior (Tabela 4.1), posicionados & h; = 10 km de profundidade e
o valor absoluto maximo dos residuos ¢ de 7,08x107% mGal. Apesar dos residuos
diminuirem de uma etapa para a outra, é possivel observar a ocorréncia de residuos
positivos, na mesma ordem de grandeza dos residuos negativos, em algumas faixas
proximas das feigoes lineares. Apods 3 camadas, o valor absoluto maximo dos residuos
atingiu o valor de 9,98x107% mGal, abaixo do 7 estipulado (Figura 4.10 ¢). Nesta
ultima iteracao foram usados My = 156 pontos de massa a profundidade de hy =
5,0 km.

As Figuras 4.11 a, b, ¢, d e e mostram os mapas das diferengas entre os dados ver-
dadeiros e os dados preditos pelas camadas obtidos com o algoritmo multi-camadas,
todos na mesma escala de cores. E importante ressaltar que os dados verdadeiros sao
a soma entre d® predito pelo modelo EIGEN-6C4 (Figura 4.4) e aqueles produzidos
pelo modelo de feigoes lineares (Figura 4.5). Ja os dados preditos sao a soma entre
d® predito pelo modelo EIGEN-6C4 (Figura 4.4) e aqueles produzidos por todas as
camadas de pontos de massa estimados. Note que, em todas as altitudes, os meno-
res residuos ocorrem dentro da drea que contém os dados observados (Figura 4.8),
area esta correspondente a do levantamento regiona adicionall. Esta reducao dos
residuos demonstra que as camadas de pontos de massa estimadas recuperam os

curtos comprimentos de onda dos dados do levantamento regional adicional.

Algoritmo robusto

Neste teste, foi utilizado apenas uma camada localizada na profundidade constante
de hy = 20 km, como determinado pelo critério da escolha da profundidade durante

a abordagem anterior, contendo My = 1156 pontos de massa. Esta camada de
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pontos de massa corresponde a primeira camada utilizada na primeira iteracao do
algoritmo multi-camadas. O nimero de pontos de massa M, é igual ao nimero de
observagoes em todas as iteracoes. A Figura 4.12 mostra o mapa de residuos obtido
apés 3 iteragoes usando o algoritmo robusto. Comparativamente, observa-se que
os residuos obtidos pela abordagem robusta possuem ordem de grandeza de 10713
(Figura 4.12), enquanto que os residuos provenientes dos ajustes das camadas de
pontos de massa da abordagem multi-camadas possuem ordem de grandeza de 107°
(Figura 4.10).

As Figuras 4.13 a, b, ¢, d e e mostram a diferenca entre os dados verdadeiros e os
dados preditos pela camada obtidos com o algoritmo robusto. Os dados verdadeiros
continuam sendo os mesmos descritos durante a avaliacao das diferencas obtidas na
abordagem anterior, mudando apenas os dados preditos que, agora, sao definidos
como a soma entre os dados do modelo EIGEN-6C4 (Figura 4.4) e aqueles produ-
zidos pela Unica camada de pontos de massa estimada. Similarmente ao que foi
obtido com a abordagem multi-camadas, houve a reducao dos valores do distiirbio
de gravidade dentro da area de inclusao de dados do levantamento regional adicio-
nal, demonstrando que a camada de pontos de massa recuperou os sinais de curto

comprimento de onda.

4.2.2 Teste 2 - Dados da rede gravimétrica sintética

Para o Teste 2, os dados observados d° (eq. 3.3) usados correspondem a soma
entre dB predito pelo modelo EIGEN-6C4 (Figura 4.14 a) e a componente de curto
comprimento de onda produzida pelas fei¢oes lineares visto na Figura 4.14 b, ambos
avaliados nos nés de uma rede gravimétrica sintética que simula a Rede Gravimétrica
Fundamental Brasileira (PINA e SOUSA, 2001). Neste caso, a inclusdo de curtos
comprimentos de onda no modelo global parte dos dados pontuais referentes a rede
gravimétrica sintética, de maneira semelhante ao levantamento regional limitado do
Teste 1. Note que estes nds ocupam pontos fixos bem localizados (Figura 4.14 a)
e as feicoes lineares também tomam posicoes bem definidas em subsuperficie, nao
se estendendo por todos os pontos da malha de observagao (Figura 4.5 a). Isto
promove um registro bem reduzido da componente de curto comprimento de onda
do disturbio de gravidade produzido por estas feicoes nestes ndés, como pode ser
visto na Figura 4.14 b. A Figura 4.14 ¢ representa o mapa dos dados observados d°
obtidos pela soma entre os mapas das Figuras 4.14 a e b. Ja a Figura 4.15 exibe
as altitudes geométricas de cada um dos nds da rede gravimétrica sintética. Note
que ha uma concordancia entre este mapa e o da Figura 4.6, mostrando maiores

altitudes em algumas regioes do sudeste brasileiro, por exemplo.
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Algoritmo multi-camadas

Para ¢ = 0 da primeira iteragdo (etapa 1), ro é definido como a diferenga entre
os dados observados (Figura 4.14 ¢) e os dados preditos pelo modelo EIGEN-6C4
(Figura 4.14 a), avaliados nos nés da rede gravimétrica sintética. Assim, ro é o
préprio disturbio de gravidade do modelo de fei¢oes lineares (Figura 4.14 b). O
parametro de regularizacio usado na etapa 2 continuou sendo g = 1073, assim
como o 7 (1 = 107°). A profundidade deve ser estimada para a configuragao do
Teste 2, segundo o critério da escolha da profundidade (se¢do 3.2). As curvas de
autovalores geradas pela aplicagao da SVD para diferentes profundidades das ma-
trizes AT A estdo mostradas na Figura 4.16 a. Esta figura mostra que de todas as
profundidades varridas, a curva de 5 km é a que produz a maior area sob a curva.
Com o valor do vetor de autovalores associado a cada profundidade, as qualidades
das matrizes sao calculadas pela equacao 3.13. O gréfico da Figura 4.16 b exibe os
valores de qualidade das matrizes correspondentes as suas respectivas profundida-
des. O valor maximo de qualidade calculada corresponde a profundidade de 6 km.
No entanto, devido a maior area encontrada ter sido para a curva de 5 km, esta foi a
profundidade estabelecida para a primeira camada de pontos de massa. Como feito
para o Teste 1, as profundidades das camadas seguintes foram obtidas segundo a
relacao hy = %, quando ¢ < ¢+ 1. A Tabela 4.2 mostra, em sequéncia, os indices
das camadas ¢, o numero de pontos de massa M, usados para cada ajuste, suas
respectivas profundidades hy em km e o valor absoluto maximo dos residuos obtido

apos cada etapa.

Tabela 4.2: Teste com dados sintéticos. Numero de pontos de massa M, profun-
didades h, e valor absoluto maximo dos residuos produzidos pelas L = 7 camadas
no algoritmo multi-camadas.

| Mg | hy (km) | absoluto

322 5,0 2,9%x107!
321 2,5 1,7x1071
109 | 1,25 1,1x1072
44 | 0,625 | 6,1x1073
25 | 0,313 | 5,1x1073
17 | 0,156 | 1,56x1073
14 | 0,078 | 83x1074

DOl W N~ O

Apesar de terem sido utilizados 7 camadas de pontos de massa, apenas 3 ajus-
tes serao exibidos e descritos. A Figura 4.17 a mostra o mapa dos residuos apds a
primeira etapa do algoritmo, com a camada ¢ = 0 localizada em hg = 5 km, com-
posta por My = 322 pontos de massa que coincidem com o ntumero total dos dados
observados. Verifica-se uma enorme reducao do valor absoluto maximo dos residuos

que atinge 0,29 mGal. Uma maior concentracao destes residuos pode ser vista entre



CAPITULO 4. RESULTADOS E DISCUSSOES 35

as latitudes -12° e -5° e longitudes -38° e -34° correspondendo a regiao litoral do
nordeste brasileiro. O ajuste da quarta camada (¢ = 3), que contou com 44 pontos
de massa posicionados a profundidade de 0,625 km prove o mapa de residuos da Fi-
gura 4.17 b. Esta figura mostra o deslocamento dos residuos mais altos para a regiao
préoxima a latitude -10° e longitude -45°. Apds a soma das contribuigoes de todos os
ajustes anteriores o valor absoluto maximo chegou a 6x 1072 mGal. Nao foi possivel
atingir a precisao desejada mesmo apos a soma das contribuigoes gravitacionais das
7 camadas estimadas. Isto significa que nem todos os residuos ficaram abaixo de
7 = 107°. Mesmo assim, a tltima camada, exibida na Figura 4.17 ¢, contou com
14 pontos de massa posicionados a profundidade de 0,078 km e cujo valor maximo
absoluto dos residuos foi de 8,3x107%. A adicdo de novas camadas nao promove
consideraveis reducoes dos valores dos residuos, o que fez com que se optasse por
interromper o algoritmo neste ponto.

Devido ao carater local dos nés da rede, os mapas das diferencas serao retratados
de forma discordante aqueles descritos no Teste 1, exibindo-os nas distintas altitudes
separadamente. A Figura 4.18 compara o disturbio de gravidade produzido pelas
feigdes lineares (Figura a) e a diferenca entre os dados observados d° e os dados
preditos (Figura b) na superficie da Terra. Lembrando que os dados observados,
neste caso, sao a soma entre dB predito pelo modelo EIGEN-6C4 (Figura 4.14 a) e
aqueles produzidos pelo modelo de fei¢oes lineares (Figura 4.14 b), avaliados no nés
da rede. J4 os dados preditos sao a soma entre d® predito pelo modelo EIGEN-6C4
(Figura 4.14 a) e aqueles produzidos pelas camadas de pontos de massa estimadas,
avaliados nos mesmos pontos. A Figura 4.18 ¢ mostra a diferenca entre os dados das
Figuras 4.18 a e b, ou seja, o efeito gravitacional somente das camadas estimadas
na superficie da Terra, apontando um valor absoluto maximo de 35,99 mGal. A Fi-
gura 4.19 mostra o disturbio de gravidade produzido pelas feigoes lineares (Figura a)
e a diferenca entre os dados observados d°® e os dados preditos (Figura b) para a
altitude de 3 km. De forma andloga ao caso da superficie da Terra, a Figura 4.19 ¢
mostra a diferencga entre os dados das Figuras 4.19 a e b que representa o efeito gravi-
tacional somente das camadas estimadas na altitude de 3 km, alcangando o méximo
de 17,11 mGal neste patamar. Ja a Figura 4.20 mostra o efeito gravitacional das
camadas estimadas na altitude de 7 km. Este mapa mostra um efeito de 7,85 mGal
a 7 km de altitude. Os demais mapas relacionados a maiores altitudes nao foram
expostos pois nao sao observadas grandes diferencas entre o distiurbio dado pelas
feicoes lineares e o dado predito. Isto indica que, embora haja a inclusao de curtos
comprimentos de onda devido ao uso dos dados dos nés da rede, aqueles nao sao tao
significativos em grandes altitudes.

O primeiro ponto a ser destacado, neste teste, é que as camadas recuperaram

os sinais de curto comprimento de onda advindos da inclusao dos dados referentes
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a rede gravimétrica sintética. O segundo ponto é que este efeito gravitacional das

camadas é bem pontual, localizado sobre os préprios nos da rede.

Algoritmo robusto

Para o algoritmo robusto, foi utilizado uma camada localizada na profundidade
estimada hy = 5 km, como estipulado anteriormente, contendo 322 pontos de massa.
Esta camada ¢ a mesma utilizada na primeira iteragao do algoritmo multi-camadas.
O residuo obtido apéds 3 iteracoes do algoritmo robusto pode ser visto na Figura 4.21.

A Figura 4.22 compara o disturbio de gravidade produzido pelas feigoes lineares
(Figura a) e a diferenga entre os dados observados d° e os dados preditos (Figura b)
na superficie da Terra. Novamente, ha a ocorréncia dos menores residuos quando as
feigoes lineares coincidem com as posi¢oes dos nos da rede sintética. Analogamente
a abordagem multi-camadas, eles s6 sao vistos nos mapas referentes a superficie da
Terra e a altitude de 3 km. A Figura 4.22 ¢ mostra a diferenga entre os dados
das Figura 4.22 a e b, ou seja, o efeito gravitacional da camada estimada pela
abordagem robusta na superficie da Terra, indicando um valor absoluto maximo de
35,99 mGal. A Figura 4.23 mostra o distirbio de gravidade produzido pelas feicoes
lineares (Figura a) e a diferenca entre os dados observados d° e os dados preditos
(Figura b) para a altitude de 3 km. A Figura 4.23 ¢ mostra a diferenca entre os dados
das Figuras 4.23 a e b que representa o efeito gravitacional somente das camadas
estimadas na altitude de 3 km, alcancando o maximo de 17,12 mGal neste patamar.
Ja a Figura 4.24 mostra o efeito gravitacional da camada estimada na altitude de
7 km. Este mapa mostra um efeito de 7,85 mGal a 7 km de altitude.

Podemos fazer algumas ponderacoes aos testes sintéticos realizados. Com relacao
as abordagens utilizadas: verifica-se que a robusta é mais eficiente em comparagao
a multi-camadas pois calcula a matriz de sensibilidade apenas uma vez e a refina
nas iteracoes seguintes, estimando, ao final do processo um vetor de parametros
relacionado aos pontos de massa da camada com o mesmo tamanho do nimero de
dados. Em contrapartida, a abordagem multi-camadas exige recalcula-la, mesmo
tendo uma reducao significativa da dimensao das matrizes de sensibilidade. Além
disso, uma vez que o dado é completamente ajustado, o vetor de parametros tem
dimensao bem superior ao nimero total de dados.

Com relacao aos diferentes testes sintéticos, verificou-se que a distribuigao espa-
cial dos dados influenciou bastante nos resultados. No Teste 1, cuja distribuicao é
regular e hd uma boa densidade de dados, as camadas de pontos de massa, tanto na
abordagem multi-camadas quanto na robusta, recuperaram bem os sinais de curto
comprimento de onda. Isto é confirmado pela reducao dos sinais de curto compri-
mento de onda dentro da area do levantamento simulado (Figuras 4.11 a, b, ¢, d e

e; 413 a, b, ¢, d e e). Por outro lado, os dados do Teste 2 possuem distribuicao



CAPITULO 4. RESULTADOS E DISCUSSOES 37

espacial irregular, com baixa densidade de dados. Neste caso, as camadas de pontos
de massa estimadas foram eficientes em reproduzir os dados somente sobre os nés de
rede gravimétrica sintética, que representa o levantamento com dados adicionais. A
reducao dos sinais de curto comprimento de onda, quando é feita a diferenca entre
os dados verdadeiros e os preditos, é bem localizada sobre os nés (Figuras 4.18 b;

4.22 b) e quase imperceptivel no mapa regional.

4.3 Aplicacao a dados reais

4.3.1 Descricao dos dados reais
Dados do Modelo Global

Os dados do modelo global utilizados aqui sao provenientes do modelo EIGEN-6C4
(European Improved Gravity model of the Earth by New techniques), disponiveis
na plataforma online do ICGEM (International Centre for Global Earth Models
- https://icgem.gfz-potsdam.de). O modelo EIGEN-6C4 é uma das ultimas
versoes dos modelos da série EIGEN e foi produzido a partir da combinagao dos
dados provenientes das missoes GOCE, GRACE e LAGEOS e de levantamentos
aéreos e terrestres (FORSTE et al., 2011; FORSTE et al., 2013; FORSTE et al.,
2014). Este modelo global é um dos que possuem mais elevados ordem e grau (iguais
a 2190).

No site do ICGEM, obtive os dados de gravidade produzidos pelo modelo EIGEN-
6C4 na superficie da Terra, em pontos com altitude referida ao elipsoide WGS84.
Para mais detalhes, veja BARTHELMES (2013). O equilibrio entre resolugao e custo
computacional levou a escolha de um conjunto de 7896 dados dispostos sobre uma
malha regular com espacamento de 0,3 °, nos intervalos de -23° a 5° e -60° a -35° ao
longo da latitude e longitude, respectivamente, sobre uma superficie com altitude
geométrica constante h = 40 km. Esta malha regularmente espagada coincide com
uma vasta regiao do Brasil e seu litoral sudeste e nordeste. O disturbio de gravidade
é calculado usando a equacgao 2.3 empregando o conjunto de dados de gravidade
preditos pelo modelo EIGEN-6C4 no termo g e o resultado obtido pela férmula
apresentada por LI e GOTZE (2001) em 7.

Dados de Curto Comprimento de Onda - RGFB

Os dados utilizados, para o primeiro teste, sao provenientes da Rede Gravimétrica
Fundamental Brasileira (RGFB), que foi planejada e implementada em 1978 pelo
professor [ris Escobar e sua equipe de técnicos e tecnologistas do Observatério Nacio-

nal (http://www.on.br/index.php/pt-br/laboratorios/gravimetria.html). A
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RGFB foi concebida a partir de medidas absolutas (com gravimetros A-10 e FG-5) e
relativas (com gravimetros Lacoste & Romberg e Scintrex CG-5). Os dados de gra-
vidade nos nés da rede estao disponiveis em extranet.on.br/bdgon/gravimetria/
index.php.

O disturbio de gravidade ¢é calculado usando a equacgao 2.3 empregando os dados
de gravidade ajustados em cada n6 da RGFB no termo g e o resultado obtido pela
férmula apresentada por LI e GOTZE (2001) em 7.

Dados de Curto Comprimento de Onda - BDG/GO

Os dados utilizados para o segundo teste fazem parte do Bando de Dados Geodésicos
(BDG) cujos levantamentos de campo foram realizados pelo Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica (IBGE), a quem compete a implantagdo e manutengao do
Sistema Geodésico Brasileiro (SGB). Procedimentos de ajustamento foram aplicados
as estacgoes geodésicas que compoem os levantamentos de maneira a fornecerem
coordenadas plani-altimétricas e/ou gravidade.

O BDG disponibiliza um grande conjunto de dados geodésicos, podendo ser
baixados diretamente do endereco www.bdg.ibge.gov.br/appbdg. As estagoes gra-
vimétricas (EG) correspondem as observacoes de gravidade em todo o territério
brasileiro. Especificamente, o levantamento gravimétrico do estado de Goias (GO)
conta com 7093 observagoes gravimétricas. Destas observagoes, 5649 possuiam alti-
tude ortométrica, o que possibilitou o calculo da altitude geométrica.

O disturbio de gravidade é calculado usando a equacgao 2.3 empregando os dados
de gravidade ajustados em cada estagao de GO no termo g e o resultado obtido pela
férmula apresentada por LI e GOTZE (2001) em 7.

4.3.2 Teste com Dados Reais
Teste RGFB

Foram selecionadas 322 estacoes da Rede Gravimétrica Fundamental Brasileira lo-
calizadas dentro dos limites estabelecidos pela malha dos dados EIGEN. Apenas o
algoritmo robusto foi utilizado para o teste com os dados reais da RGFB, que pode
ser justificado pela maior precisdao encontrada com esta abordagem ao avaliar os
dados sintéticos com configuracao espacial idéntica.

Neste teste, o primeiro passo é encontrar o conjunto de dados de entrada. Para
estimar py, € necessario computar o vetor de dados obtido pela subtracao dos vetores
d° — dPB (eq. 3.15 ou etapa 2). O vetor d® foi definido como sendo proveniente dos
dados do modelo EIGEN-6C4 expandido até grau e ordem 2190 observado sobre os

nos da RGFB. J4 o vetor d° corresponde aos dados reais medidos sobre os nés da
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RGFB. Logo, o vetor de dados computados d® — d® (etapa 2), usado no algoritmo,
pode ser visto na Figura 4.25.

A configuragao dos dados reais da RGFB ¢ idéntica aquela vista para o Teste 2.
Logo, tanto o calculo dos autovalores da matriz AT A quanto as estimativas das
profundidades usando a técnica da qualidade do design estatistico sao os mesmos
vistos nas Figuras 4.9 a e 4.9 b, respectivamente. Portanto, a profundidade da
primeira camada de pontos de massa é 5 km, igualmente. Tal camada é composta
por 322 pontos de massa, compativel com o nimero total de dados, dispostos abaixo
de cada dado observado. O residuo obtido apds o ajuste desta camada pode ser visto
na Figura 4.26. Seu valor absoluto maximo é de ~ 1,4 x 10~¢ mGal.

O dado predito por um modelo global refinado é obtido somando-se o efeito
gravitacional dos pontos de massa estimados com um modelo global escolhido. As
Figuras 4.27 a, b, ¢, d e e mostram o modelo EIGEN-6C4 expandido até grau e ordem
2190 observado na superficie da Terra e nas altitudes de 3 km, 7 km, 20 km e 40 km,
representando os dados dB. O espectro completo foi usado com o intuito de incluir a
componente de curto comprimento de onda dos pontos de massa oriundos dos dados
adicionais estabelecidos pelos nés da RGFB. Ja os mapas das Figuras 4.28 a, b, ¢, d
e e mostram o efeito gravitacional dos pontos de massa na superficie da Terra e nas
altitudes de 3 km, 7 km, 20 km e 40 km. A malha de observacao na superficie da
Terra é aquela que fornece os maiores valores do distirbio de gravidade, atingindo um
valor absoluto maximo de 35,63 mGal. Isto se justifica pelo fato da malha ser aquela
mais proxima dos pontos de massa estimados. Enquanto isso, a malha observada a
40 km apresenta os menores valores absolutos, chegando a 1,17 mGal, pelo motivo
oposto, como era de se esperar. As Figuras 4.29 a, b, ¢, d e e mostram os dados
preditos observados na superficie da Terra e nas altitudes de 3 km, 7 km, 20 km e
40 km. Ao comparé-las com as Figuras 4.27 a, b, ¢, d e e, nao é possivel observar
nenhuma alteragao significativa. Embora haja a inclusao de curtos comprimentos de
onda advindos do levantamento da RGFB, como visto nas Figuras 4.28, ela é definida
por estacoes pontuais dispersas e cujos dados possuem distribuicao irregular. O teste
sintético 2 apresentou esta mesma caracteristica do efeito gravitacional produzido

pelos pontos de massa exibidos pelos mapas de diferenga (Figuras 4.22 b e 4.23 b).

Teste BDG - GO

O grande problema do teste usando os dados da RGFB esta associado a ineficacia
em incluir o efeito gravitacional produzido pela camada de pontos de massa nos
mapas globais de maneira visivel. Sendo assim, foi realizado um outro teste com
objetivo de averiguar se uma maior quantidade de dados concentrados em uma
regiao delimitada contribuiria positivamente ao mapa refinado. E neste contexto

que se baseia a aplicacao da metodologia apresentada usando os dados do BDG
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do estado de Goids (GO). Diferente dos dados da RGFB, dos quais apenas 322
observagoes foram usadas nesta tese, os dados de GO escolhidos sao compostos por
5649 observacoes dispostas ao longo de todo o estado.

Para este caso, o vetor dB, foi, igualmente, definido como sendo proveniente dos
dados preditos pelo modelo EIGEN-6C4 expandido até grau e ordem 2190 observado
sobre as estagoes gravimétricas de GO (Figura 4.30 a). O vetor d® corresponde aos
dados reais do proprio levantamento feito pelo IBGE sobre as estagoes gravimétricas
de GO (Figura 4.30 b). Logo, o vetor de dados d® — dB computados na etapa 2,
usado em ambos os algoritmos, pode ser visto na Figura 4.30 c.

Segundo o critério da escolha da profundidade (se¢do 3.2), as curvas de autovalo-
res geradas pela aplicacdo da SVD para diferentes profundidades das matrizes AT A
estao mostradas na Figura 4.31 a. Esta figura mostra que de todas as profundidades
varridas, a curva de 6 km é a que produz a maior area. A qualidade das matrizes
calculadas pela equacao 3.13 podem ser observadas na Figura 4.31 b. Neste caso,
o valor maximo de qualidade calculada aponta para a profundidade de 8.5 km que,
antagonicamente ao teste da RGFB, foi a escolhida para posicionar os pontos de
massa.

Devido as caracteristicas dos dados do BDG do estado de GO, optou-se por
utiliza-los como dados de entrada para os dois algoritmos descritos na metodologia.
Desta forma, foi possivel avaliar o desempenho de cada uma das abordagens segundo

uma distribuicao de dados mais densa.

Algoritmo multi-camadas

Seguindo passos semelhantes aos testes sintéticos, as profundidades das camadas
posteriores a primeira sao obtidas segundo a relacao hy = %, quando ¢ < ¢ + 1.
O parametro de regularizacao usado na solugao do sistema linear da etapa 2 foi
= 1073 e o parametro 7 = 107*. A Tabela 4.3 mostra, em sequéncia, os indices
das camadas ¢, o nimero de pontos de massa M, usados para cada ajuste, suas
respectivas profundidades h, em km e o valor absoluto méximo dos residuos obtido
apos cada etapa.

Ao total, foram utilizadas 7 camadas de pontos de massa no ajuste dos dados de
GO. A Figura 4.32 a mostra o mapa dos residuos apds a primeira etapa do algoritmo
para a camada ¢ = 0 localizada em hy = 8,5 km, composta por My = 5649 pontos
de massa. O valor absoluto maximo encontrado é de 48,47 mGal. O ajuste da
quarta camada (¢ = 3) usando 1485 pontos de massa posicionados a profundidade de
1,062 km fornece o mapa de residuos da Figura 4.32 b. Apds a soma das contribuicoes
de todos os ajustes realizados até esta etapa, o valor maximo absoluto obtido ¢é de
3,35 mGal. A ultima camada ¢ = 6 contou com 23 pontos de massa a profundidade

de 0,133 km, cujo valor méximo absoluto dos residuos foi de 3,2 mGal (Figura 4.32 ¢).
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Tabela 4.3: Teste com dados reais. Nimero de pontos de massa M,, profundidades
hy e valor absoluto maximo dos residuos produzidos pelas L = 6 no algoritmo multi-
camadas.

M, | hy (km) | absoluto

5649 | 8,5 4847
5648 | 4,25 28,23
5429 | 2,125 3,57
1485 | 1,062 3,35
128 | 0,531 3,34
48 | 0,266 3,31
23 | 0,133 3,21

SOl W N+ O

Note que este valor é bem préximo daquele obtido no ajuste da camada ¢ = 3. A
razao pela qual os ajustes das camadas ¢ = 4,5, 6 foram realizadas esta na redugao
do ntimero total de residuos acima de 7. Apds o ajuste das 7 camadas, verificaram-
se 20 valores de residuos acima de 7 que correspondem a menos de 1% do ntimero
total de dados. Dentre estes 20 valores, apenas 4 estao na faixa de 10° de ordem de
grandeza.

Os mapas das Figuras 4.33 a, b, ¢, d e e mostram o efeito gravitacional produzido
na superficie da Terra e nas altitudes de 3 km, 7 km, 20 km e 40 km pelos pontos de
massa estimados, respectivamente. A malha de observacao na superficie da Terra
é aquele que fornece os maiores valores do distirbio de gravidade, atingindo um
valor absoluto maximo de 35,21 mGal. Enquanto isso, a malha observada a 40 km
apresenta o valor absoluto maximo de 5,66 mGal. A Figura 4.34 a corresponde ao
mapa do modelo EIGEN-6C4 e a Figura 4.34 b mostra o mapa do dado predito
resultante da soma do modelo EIGEN (Figura a) mais o efeito gravitacional dos
pontos de massa estimados (Figura 4.33 a). Os dois mapas representam os dados
supracitados observados na superficie da Terra. Na regiao dos dados de GO, ha
uma grande diferenca de um mapa para o outro decorrente da inclusao dos curtos
comprimentos de onda dos dados do BDG. De forma analoga, compararam-se os
mapas de observacoes a 3 km. A Figura 4.35 a corresponde ao mapa do modelo
EIGEN-6C4 e a Figura 4.35 b mostra o mapa do dado predito pelo modelo EIGEN
(Figura a) mais o efeito gravitacional dos pontos de massa estimados (Figura 4.33 b)
nesta altitude. O mesmo efeito da inclusao dos dados é visto na regiao de GO. As

Figuras 4.36 fazem a mesma comparagao, no entanto para a altitude de 7 km.

Algoritmo robusto

O mapa de residuos resultante do ajuste da camada de pontos de massa estimado
pela abordagem robusta pode ser observado na Figura 4.37. Verifica-se que os valores

minimo e maximo dos residuos obtidos apds o ajuste sao de aproximadamente -0,04
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e 0,11 mGal, respectivamente. O nimero total de residuos acima do 7 estipulado
é de 16 ao todo, que, de maneira semelhante durante a abordagem multi-camadas,
corresponde a menos de 1% do nuimero total de dados. Entretanto, a faixa de valores
que extrapolam 7 é menor nesta abordagem do que na multi-camadas. Aqui vemos
os 16 residuos distribuidos entre -0,04 e 0,11 mGal, enquanto que os 20 residuos da
abordagem anterior estao localizados entre -3,04 e 3,2 mGal.

Os mapas das Figuras 4.38 a, b, ¢, d e e mostram o efeito gravitacional produzido
na superficie da Terra e nas altitudes de 3 km, 7 km, 20 km e 40 km dos pontos de
massa estimados, respectivamente. A malha de observacao na superficie da Terra
é aquele que fornece os maiores valores do distirbio de gravidade, atingindo um
valor absoluto maximo de 48,39 mGal. Enquanto isso, a malha observada a 40 km
apresenta o valor absoluto maximo de 5,72 mGal. Em comparacao o efeito gravita-
cional obtido com a abordagem multi-camadas, ha um incremento de ~ 13 mGal na
superficie da Terra e de 0.1 mGal na altitude de 40 km. A Figura 4.39 a corresponde
ao mapa do modelo EIGEN-6C4 e a Figura 4.39 b mostra o mapa do dado predito re-
sultante da soma do modelo EIGEN mais o efeito gravitacional dos pontos de massa
estimados (Figura 4.38 a). Os dois dados foram observados na superficie da Terra.
Novamente, na regiao dos dados de GO, ha a presenca dos curtos comprimentos de
onda advindos dos dados do BDG no mapa b. De forma andloga, foram comparados
os mapas de observagoes a 3 km. A Figura 4.40 a corresponde ao mapa do modelo
EIGEN-6C4 e a Figura 4.40 b mostra o mapa do dado predito pelo modelo EIGEN
mais o efeito gravitacional dos pontos de massa estimados (Figura 4.38 b). O mesmo
efeito da inclusao dos dados € visto na regiao de GO, numa intensidade um pouco
menor ja que ha o afastamento em relagao aos pontos de massa. A Figura 4.41 a
corresponde aos mapas do modelo EIGEN-6C4 e a Figura 4.41 b mostra o mapa do
dado predito pelo modelo EIGEN mais o efeito gravitacional dos pontos de massa
estimados (Figura 4.38 b), observados na altitude de 7 km.

Diferentemente do teste da RGFB, o mapa dos dados preditos mostrou uma
visivel inclusao de curtos comprimentos de onda devido a aplicagao dos dados de
GO. Com este teste, fica claro que o mapa regional sera significativamente refinado
quando aplicado um volume razoavel de dados distribuidos em uma determinada

regiao especifica.
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Figura 4.4: Teste com dados sintéticos. Componente de longo comprimento de
onda dos dados de disturbio de gravidade preditos pelo modelo EIGEN-6C4 até
grau e ordem 65 nas altitudes da a) superficie da Terra; b) 3 km; ¢) 7 km; d) 20 km;
e) 40 km.
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Figura 4.5: Teste com dados sintéticos. Componente de curto comprimento de onda
dos dados de disturbio de gravidade produzida pelas feigoes lineares nas altitudes
da a) superficie da Terra; b) 3 km; ¢) 7 km; d) 20 km; e) 40 km.
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Figura 4.6: Teste com dados sintéticos. Altitude geométrica dos pontos localizados
na superficie da Terra, onde os dados mostrados nas Figuras 4.4 a e 4.5 a foram

avaliados.
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Figura 4.7: Teste com dados sintéticos. Dado observado d° (eq. 3.3) resultante da
soma da componente de longo comprimento de onda predito pelo modelo EIGEN-
6C4 até grau e ordem 65 com a componente de curto comprimento de onda produzida
pelas fei¢oes lineares na superficie da Terra, limitados entre as latitudes -18 a -8 ? e
longitudes -50 a -40°.
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Figura 4.8: Teste com dados sintéticos. Componente de curto comprimento de onda
dos dados de disturbio de gravidade produzida pelas fei¢coes lineares observados na
superficie da Terra, limitados entre as latitudes -18 a -8 ° e longitudes -50 a -40°.
Estes dados representam o lado esquerdo da equagao 3.15 e sao definidos como ry
na etapa 1 do algoritmo multi-camadas.



CAPITULO 4. RESULTADOS E DISCUSSOES 47

1.0

15.0km
17.5km
20.0km
25.0km

Valores Singulares Normalizados

) 200 100 600 800 1000 1200

1000 |- ® e . . ° B
800 - : ]

600 | profundidade =20km 1

Qualidade

400 o

200 P e

i i i
0 50000 100000 150000 200000
Profundidade

(b)

Figura 4.9: Teste com dados sintéticos. Calculo da profundidade étima. a) Curva
de autovalores pelos seus indices. Cada curva representa o vetor de autovalores da
matriz AT A correspondente a uma determinada profundidade; b) Curva de quali-
dade do design estatistico. Cada ponto da curva representa um valor de qualidade
Q) (eq. 3.13) associado a uma determinada profundidade h;, j =0,1,2,3,---.
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Figura 4.10:  Teste com dados sintéticos. Residuos produzidos a) pela camada

¢ = 0; b) pelas camadas ¢ = 0,1; c¢) pelas camadas ¢ = 0,1, 2 usando o algoritmo
multi-camadas.
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Figura 4.11: Teste com dados sintéticos. Diferenca entre os dados verdadeiros e
os dados preditos pelas 6 camadas de pontos de massa obtidas com o algoritmo
multi-camadas nas altitudes a) superficie da Terra; b) 3 km; ¢) 7 km; d) 20 km; e)
40 km. Os dados verdadeiros sao a soma entre os dados mostrados nas Figuras 4.4 e
4.5. Os dados preditos sao a soma entre os dados mostrados na Figura 4.4 e aquele
predito por todas as camadas de pontos de massa.
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Figura 4.12: Teste com dados sintéticos. Residuos produzidos pela camada usando

o algoritmo robusto apds 3 iteragoes.



CAPITULO 4. RESULTADOS E DISCUSSOES ol

3
0 g
g
-4
-8
-12
-16
80°W 0°W 60°1W 50°W 40°W 80°W 0°W 60°W 50°W 40°w
(a) (b)
16 16
12 12
8 8
4 4
3 9
[N 0 g
g g
-4 4
-8 -8
12 -12
-16 -16
80°W 0°w 60°IW 50°W 40°W 80°W 0°W 60°TV 50°W 40°W
() (d)

80°W 0°W 60°1 50°W 40;W
(e)

Figura 4.13: Teste com dados sintéticos. Diferenca entre os dados verdadeiros e
os dados preditos pela tnica camada de pontos de massa obtida com o algoritmo
robusto nas altitudes a) superficie da Terra; b) 3 km; ¢) 7 km; d) 20 km; e) 40 km.
Os dados verdadeiros sao a soma entre os dados mostrados nas Figuras 4.4 e 4.5. Os
dados preditos sao a soma entre os dados mostrados na Figura 4.4 e aquele predito
pela camada de pontos de massa.
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Teste com dados sintéticos. a) Componente de longo comprimento

de onda dos dados de dB preditos pelo modelo EIGEN-6C4 até grau e ordem 65;
b) Componente de curto comprimento de onda dos dados de distirbio de gravidade
produzida pelas fei¢oes lineares; ¢) Dados d°. Todos os dados sao observados nos
nos da rede gravimétrica sintética que simula a Rede Gravimétrica Fundamental
Brasileira (PINA e SOUSA, 2001). As altitudes destes pontos estao mostradas na

Figura 4.15.
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Figura 4.16: Teste com dados sintéticos. Célculo da profundidade 6tima. a) Curva
de autovalores pelos seus indices. Cada curva representa o vetor de autovalores da
matriz AT A correspondente a uma determinada profundidade; b) Curva de quali-
dade do design estatistico. Cada ponto da curva representa um valor de qualidade
@ (eq. 3.13) associado a uma determinada profundidade h;, 7 =0,1,2,3,---.
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Figura 4.17:  Teste com dados sintéticos. Residuos produzidos a) pela camada
¢ = 0; b) pelas camadas ¢ = 0, 1,2, 3; c¢) pelas camadas ¢ = 0,1,2,3,4,5,6 usando o
algoritmo multi-camadas.
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Figura 4.18: Teste com dados sintéticos. Comparagao entre: a) o distirbio de
gravidade produzido pelas fei¢oes lineares e b) a diferenga entre os dados verdadeiros
e os dados preditos pelas 7 camadas de pontos de massa obtidas com o algoritmo
multi-camadas, ambos avaliados na superficie da Terra. Os dados verdadeiros sao a
soma entre os dados mostrados nas Figuras 4.4 e 4.5. Os dados preditos sao a soma
entre os dados mostrados na Figura 4.4 e aquele predito por todas as camadas de
pontos de massa. ¢) Diferenga entre as Figuras a e b.
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Teste com dados sintéticos. Comparacao entre: a) o distirbio de

gravidade produzido pelas fei¢oes lineares e b) a diferenga entre os dados verdadeiros
e os dados preditos pelas 7 camadas de pontos de massa obtidas com o algoritmo
multi-camadas, todos avaliados na altitude de 3 km. Os dados verdadeiros sao a
soma entre os dados mostrados nas Figuras 4.4 e 4.5. Os dados preditos sao a soma
entre os dados mostrados na Figura 4.4 e aquele predito por todas as camadas de
pontos de massa. ¢) Diferenga entre as Figuras a e b.
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Figura 4.20:  Teste com dados sintéticos. FEfeito gravitacional das camadas de
pontos de massa na altitude de 7 km.
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Figura 4.21: Teste com dados sintéticos. Residuos produzidos pela camada usando
o algoritmo robusto apds 3 iteragoes.
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Figura 4.22: Teste com dados sintéticos. Comparagao entre: a) o distirbio de
gravidade produzido pelas fei¢oes lineares e b) a diferenga entre os dados verdadeiros
e os dados preditos pela camada tnica de pontos de massa obtidas com o algoritmo
multi-camadas, todos avaliados na superficie da Terra. Os dados verdadeiros sao a
soma entre os dados mostrados nas Figuras 4.4 e 4.5. Os dados preditos sao a soma
entre os dados mostrados na Figura 4.4 e aquele predito por todas as camadas de
pontos de massa. ¢) Diferenga entre as Figuras a e b.
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Teste com dados sintéticos. Comparacao entre: a) o distirbio de

gravidade produzido pelas fei¢oes lineares e b) a diferenga entre os dados verdadeiros
e os dados preditos pela camada tnica de pontos de massa obtidas com o algoritmo
multi-camadas, todos avaliados na altitude de 3 km. Os dados verdadeiros sao a
soma entre os dados mostrados nas Figuras 4.4 e 4.5. Os dados preditos sao a soma
entre os dados mostrados na Figura 4.4 e aquele predito por todas as camadas de
pontos de massa. ¢) Diferenga entre as Figuras a e b.
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Figura 4.25: Aplicagao a dados reais. reais. Diferenca entre o distiirbio de gravidade
sobre os nés da Rede Gravimétrica Fundamental Brasileira (PINA e SOUSA, 2001)
(d°) e o distirbio calculado pelo modelo EIGEN-6C4, expandido até grau e ordem
2190, (dB) nos mesmos pontos. As altitudes dos pontos da rede sdo as mesmas dos
pontos da rede gravimétrica sintética (Figura 4.15).
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Figura 4.26: Aplicagao a dados reais. Residuos produzidos pela camada usando o

algoritmo robusto apods 3 iteragoes.
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Figura 4.27: Aplicagao a dados reais. Dados do modelo global EIGEN-6C4 expan-
dido até grau e ordem 2190 observados a) na superficie da Terra; e nas altitudes de
b) 3 km; ¢) 7 km; d) 20 km; e) 40 km.
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Figura 4.28: Aplicacao a dados reais. Efeito gravitacional produzido pela camada
de pontos de massa estimada com o algoritmo robusto nas altitudes a) superficie da
Terra; b) 3 km; ¢) 7 km; d) 20 km; e) 40 km.
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Figura 4.29: Aplicacdao a dados reais. Dados preditos obtidos pela soma do efeito
gravitacional produzido pela camada de pontos de massa estimada com o algoritmo
robusto (Figuras 4.28) e o modelo global EIGEN-6C4 expandido até grau e ordem
2190 (Figuras 4.27) observados superficie da Terra; b) 3 km; ¢) 7 km; d) 20 km; e)
40 km.
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Figura 4.31: Aplicagdo a dados reais. Célculo da profundidade étima. a) Curva
de autovalores pelos seus indices. Cada curva representa o vetor de autovalores da
matriz AT A correspondente a uma determinada profundidade; b) Curva de quali-
dade do design estatistico. Cada ponto da curva representa um valor de qualidade
Q) (eq. 3.13) associado a uma determinada profundidade h;, j =0,1,2,3,---.
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Figura 4.33: Aplicacao a dados reais. Efeito gravitacional produzido pela camada

de pontos de massa estimada com o algoritmo multi-camadas a) na superficie da
Terra; e nas altitudes de b) 3 km; ¢) 7 km; d) 20 km; e) 40 km.
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Figura 4.34: Aplicagao a dados reais. Comparagao entre os dados do a) modelo
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Figura 4.35:  Aplicagao a dados reais. Comparagao entre os dados do a) modelo
global EIGEN-6C4 expandido até grau e ordem 2190 e b) os dados preditos pela
sua soma com o efeito gravitacional dos pontos de massa estimados observados a
altitude de 3 km, obtidos pela abordagem multi-camadas.
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Figura 4.36: Aplicagao a dados reais. Comparagao entre os dados do a) modelo
global EIGEN-6C4 expandido até grau e ordem 2190 e b) os dados preditos pela
sua soma com o efeito gravitacional dos pontos de massa estimados observados a
altitude de 7 km, obtidos pela abordagem multi-camadas.
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Figura 4.38: Aplicacao a dados reais. Efeito gravitacional produzido pela camada

de pontos de massa estimada com o algoritmo robusto a) na superficie da Terra; e
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Figura 4.39: Aplicagao a dados reais. Comparagao entre os dados do a) modelo

global EIGEN-6C4 expandido até grau e ordem 2190 e b) os dados preditos pela
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Figura 4.41: Aplicacdo a dados reais. Comparagao entre os dados do a) modelo
global EIGEN-6C4 expandido até grau e ordem 2190 e b) os dados preditos pela
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Conclusoes

O estudo desta tese apresentou novas estratégias para a representagao regional do
campo de gravidade pela técnica dos pontos de massa. Convencionalmente, os
métodos apresentados na literatura, sejam usando os pontos de massa, sejam usando
outros kernels como multipolos ou wavelets, por exemplo, utilizam outros sistemas
de coordenadas na representacao do campo de gravidade. A técnica de pontos de
massa desta tese foi empregada segundo o sistema de coordenadas geodésicas. A pri-
meira abordagem consiste em minimizar a norma L2 dos residuos, utilizando vérias
camadas de pontos de massa em que cada uma foi posicionada em diferentes pro-
fundidades. A segunda abordagem, por sua vez, sugere um novo modo de estimar o
vetor de parametros, minimizando a norma L1 dos residuos de uma tnica camada.

Os resultados mostram que as duas abordagens sao capazes de recuperar os sinais
de curto comprimento de onda. A abordagem robusta superou a multi-camadas
quanto a precisao dos ajustes. Ela demonstrou que ao final do processo foi obtido
um numero menor de residuos acima da precisao desejada, assim como o intervalo
definido pelo maximo e minimo destes valores também foi inferior ao da abordagem
multi-camadas. Além disso, a norma L2 usada na abordagem multi-camadas é mais
sensivel a outliers que a norma L1 da abordagem robusta. Os resultados também
mostraram que a cobertura dos dados é um fator importante na modelagem regional.
Quanto mais esparsos os dados forem, menor é a resolucao da inclusao de curtos
comprimentos de onda no mapa do modelo global refinado.

A profundidade dos pontos de massa é de suma importancia e faz parte do
calculo da matriz de sensibilidade. Poucos trabalhos encontrados na literatura usam
um critério especifico para encontrar a profundidade. Em sua grande maioria, os
trabalhos que apresentam esses critérios funcionam apenas para o caso em que 0s
dados estejam regularmente espacados. Além disso, mesmo nestas condigoes, alguns
destes critérios sao empiricos e sao usados sem nenhum embasamento metodolégico.
Neste sentido, a proposta do critério da escolha da profundidade da camada dos pon-

tos de massa apresentado nesta tese é inovadora pois pode ser aplicada a qualquer
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configuracao de dados, em qualquer sistema de coordenadas, e leva em consideragao
apenas o condicionamento da matriz de sensibilidade associado a profundidade esco-
lhida. Esta 1ltima caracteristica confirma a robustez do critério apresentado perante
as outras técnicas existentes.

Esta tese mostrou que um conjunto de dados contendo sinais de curto compri-
mento de onda podem ser incluidos em um mapa global de distirbio de gravidade
usando a técnica dos pontos de massa. Isto abre uma nova fronteira de pesquisa no
campo da geodésia no Brasil ja que, apesar dos modelos globais como EIGEN-6C4
expandidos até grau e ordem 2190 serem bem representativos em locais com uma
boa distribuicao de dados, como na Europa, eles nao o sao aqui no Brasil. Portanto,
a contribuicao mais significativa que esta tese da é no refinamento do mapa global
sobre o territorio brasileiro. Ademais, o método apresentado possibilita atualizar
este mapa incluindo sinais de curto comprimento de onda provenientes de dados
adicionais. Novos pontos de massa associados a dados adicionais seriam, entao,
incluidos, sem que o processo anterior tenha que ser reiniciado. Desta forma, a
sua inclusao nao teria dependéncia com os pontos de massa incluidos no inicio do
processo e, consequentemente, o efeito gravitacional adicional se somaria ao campo
predito ja existente.

A abordagem multi-camadas pode ser adaptada para que a cada nova camada se
aplique o critério de escolha de profundidade, a fim de obter, também, a estimativa
das profundidades das camadas posteriores. Além disso, uma outra estratégia pode
ser tomada na abordagem robusta no sentido de reduzir os pontos de massa das
iteracoes subsequentes, como foi feito na abordagem multi-camadas. Isto tornaria o
algoritmo ainda mais eficiente e menos custoso computacionalmente. Essa mudanca
nao deve alterar o desempenho do método, apenas a eficiéncia computacional.

Os coeficientes dos pontos de massa podem ser transformados em coeficientes
da expansao em harmonicos esféricos de forma analitica. Isto permite incluir os
coeficientes associados ao modelo de pontos de massa no modelo global utilizado
para representar os longos comprimentos de onda do campo. Dessa forma, seria
possivel comparar o modelo global com o modelo refinado pela inclusao dos curtos
comprimentos de onda via técnica dos pontos de massa analizando o espectro de
grau e ordem dos coeficientes dos harmonicos esféricos.

A técnica de pontos de massa pode dar uma contribuicao importante, também,
no refinamento local da superficie geoidal. Assim como foi feito no refinamento do
modelo global, o efeito gravitacional produzido pelos pontos de massa estimados
pode ser usado para calcular as ondulagoes geoidais locais por meio da féormula de
Bruns. A soma dessa contribuicao com a regional aumentaria a resolucao do modelo

global do geoide.
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