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Nesta tese, desenvolvemos um algoritmo iterativo para o processamento de dados
do campo gravitacional usando a técnica da camada equivalente de uma maneira
otimizada. Neste algoritmo, estimamos uma distribuicao bidimensional de massas,
em que cada massa esta localizada exatamente abaixo de cada ponto de observagao.
No passo inicial do processo iterativo, arbitramos um valor para a distribuicao de
massas sobre a camada que é proporcional as medidas da componente vertical da
atragao gravitacional. A cada iteracao, o valor das massas é atualizado através
de correcoes que sao proporcionais ao residuo que é a diferenca entre os dados
observados e preditos. Além disso, em cada iteracao o residuo é calculado ao mesmo
tempo em que se calcula a atragao gravitacional produzida por um conjunto de
massas pontuais.

Nossa técnica é baseada no teorema de Gauss e na correlagao positiva entre
a componente vertical do campo gravitacional e as massas pontuais na camada
equivalente. Matematicamente, o algoritmo pode ser formulado como um processo
iterativo do método dos minimos quadrados. Entretanto, na pratica a nossa técnica
nao requer nem produto de matrizes grandes nem a solucao de sistemas lineares, o
que produz uma eficiéncia computacional no processamento de um grande conjunto
de observacoes. O tempo que a nossa técnica consome na modelagem direta do efeito
gravitacional produzido pelas massas pontuais sobre a camada equivalente equivale

a maior parte do tempo de processamento, mas ainda assim este tempo é reduzido.
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Mostramos numericamente que o nosso método produz solucoes estaveis, tal
como a solugao obtida pelo método classico da camada equivalente com o regulari-
zador de Tikhonov de ordem zero. Apds estimarmos a distribuicao de massas final,
determinamos o dado ajustado através do produto da matriz de Green das fungoes
associadas para a componente vertical da atracao gravitacional pelo vetor contendo
a estimativa da distribuicao de massas. Aplicamos este método para interpolar, para
calcular as componentes horizontais da atragao gravitacional e para estimar os valo-
res dos dados gravitacionais num nivel acima do medido originalmente (continuagao
para cima) e num nivel abaixo (continuacao para baixo). Além disso, calculamos as
seis componentes do tensor gradiométrico a partir do produto da matriz de Green
associada a cada componente pelo vetor contendo as estimativas das massas dis-
tribuidas sobre a camada. Testamos nosso método em dados sintéticos e em dados
reais provenientes de um levantamento aéreo da regiao de Vinton salt dome, no
sudoeste do estado da Louisiana nos Estados Unidos, com o intuito de provar o
potencial da nossa técnica para o processamento de dados que tenham um grande

nimero de observagoes.
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We have developed an iterative scheme for processing gravity data using a fast
equivalent-layer technique. This scheme estimates a 2D mass distribution on a fic-
titious layer located below the observation surface and with finite horizontal dimen-
sions composed by a set of point masses, one directly beneath each gravity station.
Our method starts from an initial approximation to a mass distribution that is pro-
portional to the measured vertical component of gravity attraction. Iteratively, our
approach updates the mass distribution by adding mass corrections that is propor-
tional to the gravity residual. At each iteration, the computation of the residual
is accomplished by the forward modelling of the vertical component of the gravity
attraction produced by the set of point masses.

Our method is grounded on the Gauss’s theorem and on the positive correlation
between the vertical component of the gravity attraction and the masses on the
equivalent layer. Mathematically, the algorithm can be formulated as an iteratively
least-squares method. However, in practice, it requires neither matrix multiplica-
tions nor the solution of linear systems, leading to a computational efficiency that
allows a rapid processing of large data sets. The time spent on forward modelling ac-
counts for the much of the total computation time; but this modelling demands a low
computational effort. We numerically prove the stability of our method by compar-
ing our solution with the one obtained via the classical equivalent-layer technique
with the zeroth-order Tikhonov regularization. After estimating the mass distri-
bution, we obtain a desired processed data by multiplying the matrix of Green’s

functions associated with the desired processed by the estimated mass distribution.
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We have applied the proposed method to interpolate, to calculate the horizontal
components and to continue the gravity data upward (or downward). Furthermore,
we calculate the six components of Full Tensor Gradiometry (FTG) by the product
of the Green matrix associated with each component to the estimated mass distri-
bution on the layer. We test our method with synthetic data and real data from
the Vinton salt dome, LA, USA, confirm the potential of our approach in processing

large gravity data set over on undulating surface.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o final dos anos 60, a técnica da camada equivalente tem sido usada para
processar dados de campos potenciais. O seu principio diz que um campo potencial
produzido por uma distribuicao de propriedade fisica tridimensional pode ser apro-
ximado pelo campo potencial produzido por uma distribuicao de propriedade fisica
bidimensional sobre uma superficie infinita. Matematicamente, a camada equiva-
lente é uma consequéncia da solugao da equagao de Laplace (Kellogg, 1929) sob a
condicao de contorno de Dirichlet numa regiao externa as fontes geoldgicas.

Por exemplo, uma anomalia do campo de gravidade produzida por um corpo
geoldgico tridimensional em subsuperficie pode também ser produzida por diversas
massas pontuais distribuidas sobre uma camada bidimensional infinita. No caso
magnético, podemos distribuir diversos dipolos sobre uma camada infinita que re-
produziremos a mesma anomalia magnética produzida por algum corpo magnetizado
em subsuperficie. Porém, em termos praticos e computacionais, nao simulamos uma
camada infinita mas sim uma camada finita. Esta aproximacao foi discutida de ma-
neira pioneira em Dampney| (1969). Neste trabalho, fica claramente demonstrado
que um conjunto de observagoes gerado por um corpo geoldgico qualquer pode ser
representado por uma camada equivalente finita com uma distribuicao discreta de
fontes equivalentes.

O processamento de dados do campo potencial utilizando a técnica da camada
equivalente tem sido feito com diversas finalidades: para interpolagao e gridagem
de dados (e.g., |Cordell, [1992; Mendonca & Silva, [1994), para continuagao para
cima (ou para baixo) dos dados (e.g., [Emilia, 1973; [Hansen & Miyazaki, [1984; |Li
& Oldenburg, 2010), para redugdo ao polo de dados magnéticos (e.g., Silva, [1986;
Leao & Silva, [1989; (Guspi & Novara, 2009; |Oliveira et al., 2013) e o processamento
de multiplas componentes do tensor gradiométrico de levantamentos aéreos (e.g.,
Barnes & Lumley, 2011)).

Uma forma mais pragmatica de descrever esta técnica é a seguinte: sao feitas N

observacgoes em superficie. Os corpos geoldgicos que produziram a anomalia sao, em



geral, completamente desconhecidos. Logo, a teoria do potencial nos permite esti-
mar a distribuicao da propriedade fisica de M fontes equivalentes sobre uma camada
que reproduzirao o mesmo dado observado produzido pelos corpos geolégicos. Apds
reproduzir o dado, a teoria do potencial também nos permite calcular componentes
que nao foram medidas, calcular derivadas dessas componentes e interpolar o dado,
produzindo dado calculado onde antes nao existia dado algum. E esses dados cal-
culados serao equivalentes as componentes, derivadas e interpolacoes que os corpos
geoldgicos produziriam em superficie.

Computacionalmente, o método classico da camada equivalente envolve a re-
solucao de um sistema linear de ordem N x N ou M x M. Para um baixo ntimero
de observacoes, a resolucao desse sistema € possivel com os computadores atuais.
Porém, alguns dos levantamentos atuais de campos potenciais sao feitos com avioes
e produzem um conjunto de observagoes muito grande. Isso faz com que o sistema a
ser resolvido apresente ordens que sao proibitivas do ponto de vista computacional.
Por essa razao, alguns autores (Leao & Silval [1989; |Mendoncal [1992; Li & Olden-
burg, 2010; Barnes & Lumley} [2011; [Oliveira et all [2013) produziram alternativas
computacionalmente mais eficientes para resolver o sistema linear e produzir um
dado transformado utilizando os fundamentos da teoria do potencial.

Leao & Silva) (1989) foram pioneiros ao conceber um processamento computa-
cional eficiente utilizando a camada equivalente com um grande nimero de dados
observados. Eles dividiram o sistema linear original em pequenos sistemas lineares
utilizando uma janela mével, que calcula o campo potencial produzido no centro
dessa janela, e que abrange todas as medidas feitas. Portanto, ao invés de resolver
um sistema linear grande, que é computacionalmente custoso, Leao & Silva; (1989)
resolvem varios sistemas lineares pequenos. Utilizando a mesma estratégia de resol-
ver pequenos sistemas lineares, [Mendonga & Silval (1994) seleciona pequenos grupos
de observacoes para produzir um ajuste local e depois de algumas iteragoes produ-
zir um ajuste global dos dados observados. Em |Li & Oldenburg (2010) é utilizada
também uma técnica de compressao do sistema linear utilizando wavelets e em [Davis
& Li (2011) é feita uma combinagao de wavelets com uma malha adaptada, discre-
tizada a partir da posigdo das anomalias. Em Barnes & Lumley| (2011), o nimero
de fontes equivalente é reduzido com o agrupamento dessas fontes num valor médio
das fontes equivalentes. Isso é feito considerando fontes que estejam a uma distancia
limite de uma determinada observacao.

Em Oliveira et al.| (2013), reduz-se o nimero de parametros desconhecidos a
serem estimados dividindo o dado observado em janelas e ajustando um polinémio
a cada uma dessas janelas. Este procedimento estima os coeficientes desse po-
linomio para cada uma dessas janelas e depois esses coeficientes sao transformados

em propriedades fisicas que sao distribuidas sobre a camada equivalente. Seguindo



a estratégia de usar a técnica da camada equivalente sem resolver um sistema de
equacoes lineares, a distribuicao fisica da propriedade de cada fonte equivalente é
atualizada de forma iterativa. Em Xia & Sprowl| (1991)), os valores das propriedades
fisicas sao atualizados utilizando a razao entre o quadrado da profundidade da fonte
equivalente e a constante gravitacional multiplicada pelo desajuste entre os valores
medidos e calculados das anomalias em cada ponto de medida.

Xia et al| (1993) trabalham com a técnica da camada equivalente no dominio
do ntimero de onda com intuito de corrigir distor¢oes da topografia no campo po-
tencial que esta sendo medido. A distribuicao das propriedades fisicas ao longo da
camada equivalente é estimada de forma iterativa também com intuito de minimizar
o custo computacional. Em Cordell| (1992) a distribuigdo das propriedades fisicas
na camada equivalente também é estimada através de um processo iterativo que
remove o residuo maximo de todos os residuos entre o campo observado e os valores
calculados até que estes valores de residuos encontre-se dentro de uma amplitude
méaxima estabelecida a priori. |Guspi & Novara (2009) modificou o trabalho anterior
de maneira que a anomalia de campo total fosse reduzida ao polo.

Atualmente, as componentes do tensor gradiométrico tem sido cada vez mais uti-
lizadas para os trabalhos de interpretacao geoldgica. Logo, o processamento dessas
componentes é uma demanda importante e atual. Em |Li (2001) o ruido presente em
multiplas componentes do tensor gradiométrico ¢ estimado e removido através do
ajuste de uma tnica camada equivalente de massas para todas as componentes do
tensor. [Barnes & Lumley| (2011) fazem um processamento conjunto das componen-
tes do tensor gradiométrico através da camada equivalente, utilizando o principio
que as componentes do tensor derivam de uma mesma fonte. A distribuicao de den-
sidades estimada pela inversdo em Barnes & Lumley| (2011]) é menos influenciada
por ruidos presentes no dominio do tempo, produzindo um filtro das componentes
medidas.

Diante da demanda por um método que utilize a técnica da camada equivalente e
que seja rapido e computacionalmente eficiente, capaz de lidar com grandes conjun-
tos de dados, desenvolvemos um método seguindo aqueles que nao resolvem sistemas
lineares. Em nosso método, a camada equivalente é formada por um conjunto de
massas pontuais e cada uma dessas massas esta localizada abaixo de cada ponto de
observacao. O ponto principal do nosso método é um processo iterativo que nao
requer a solucao de um sistema de equagoes. No passo inicial, arbitramos valores
para as massas que estao distribuidas sobre a camada onde a massa localizada na
i-ésima posicao (z;,¥i, 20), em que zy é a profundidade da camada equivalente) é
proporcional ao campo gravitacional medido na i-ésima posicao da superficie de ob-
servagoes (x;,y;, z;). Apesar de proporcional ao dado observado, essa distribuigao

de massas nao consegue reproduzir os dados observados. Por essa razao, a cada



passo do processo iterativo os valores das massas sobre a camada equivalente sao
atualizados. Sao calculados incrementos de massa que tem o intuito de corrigir os
valores estimados da distribuicao de massas e, com essa nova distribuigao, ajustar
com mais exatidao os dados observados. Nas distribuicoes de massa estimadas no
processo iterativo, o coeficiente de proporcionalidade é dado pela razao entre a area
média entre os pontos observados e a constante 27Cy, em que C, é a constante gra-
vitacional. O processo iterativo termina quando a distribuicao de massas consegue
reproduzir os dados observados e quando ocorre a invariancia dos valores das massas
estimadas sobre a camada equivalente.

Mostraremos numericamente que a nossa técnica é bastante estavel. Esta tese
estda dividida da seguinte forma: no capitulo 2 é feita uma revisao tedrica sobre
os principios basicos da teoria do potencial e sobre a teoria da camada equivalente
classica. No capitulo 3, apresentamos a explicagao da metodologia da nossa técnica
e do algoritmo computacional utilizado no processamento dos dados. No capitulo
4 encontram-se os resultados obtidos com a nossa técnica para trés testes sintéticos
e no final do capitulo comparamos os resultados obtidos com a camada equivalente
classica e o nosso método para uma mesmo problema geofisico e também fazemos
uma analise da estabilidade da nossa técnica. No capitulo 5 apresentamos os resul-
tados obtidos com a nossa técnica para dados reais provenientes de um aerolevan-

tamento e de um levantamento terrestre. No capitulo 6 apresentamos as conclusoes
do trabalho.



Capitulo 2

Principios Basicos

2.1 Campos Potenciais

A lei da gravitacao universal diz que um corpo de massa m atrai outro corpo de massa
mgo com uma forca F, que é proporcional ao produto dessas massas e inversamente

proporcional ao quadrado da distancia r que separa o centro de massa desses corpos:

mmyg
F=c,m5, (2.1)
em que C, é a constante gravitacional, que vale 6.6738410""'m3kg's™2. Se con-

siderarmos o centro da massa m no ponto de coordenadas (z’,y’, z’) e a massa mg

centrada em (z,y, z), a distancia r é dada por

1/2

r=[z-2)+y—y)+(=-2) (2.2)
Se considerarmos a massa mg como uma massa de prova com magnitude unitaria
(Blakelyl [1996)), entdao podemos dividir a forga gravitacional por mg e teremos o
vetor da atracao gravitacional produzida pela massa m no ponto em que a massa

de teste se encontra:

Gz
m.,
g('I?yVZ) = |9y| = _Cgﬁru (23)
gz

sendo g, g, e g. as componentes x, y e z do vetor da atracao gravitacional e r ¢ um

versor dado por:

1/2

- [(x — it -+ (2 — k| (2.4)
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O versor T aponta da massa m para a massa de teste mg e o sinal de negativo na
equacao indica que a atragao gravitacional g aponta no sentido oposto. Se calcu-
larmos o rotacional da equagao [2.3| vemos que a atracao gravitacional é irrotacional,

1.e.:

V xg=0, (2.5)
em que V é
g, 0, 0«
=—i+—j+—k 2.
\Y xl-i- 6y‘1+82 (2.6)

O campo gravitacional g(x,y,z) é um campo conservativo, isto significa que
existe um campo escalar U(z,y, z) tal que

ou
ox

g(z,y,2) =VU(z,y,2) = |5 |, (2.7)
ou

9z
e, se integrarmos a equacao [2.3|em r, teremos a seguinte expressao para o potencial

gravitacional:
Ulz,y,z) = Cy. (2.8)
r

O campo escalar U(z,y,z) é chamado de potencial gravitacional de uma massa
pontual. Para a situacao em que se tem uma distribuicao de massas, a expressao do
potencial gravitacional pode ser escrita como uma integral sobre o volume de uma
regiao R:

Ur) =C, /R ot —— v, (2.9)

[ — 1]
em que r é o vetor posicao das coordenadas do ponto de observagao (z,y,z) e r’
é o vetor posi¢ao de um elemento de volume dv’ (= da’dy’dz") de uma massa com
densidade p(r') = p(2', v/, 2'). Utilizando a equagao , as derivadas parciais de U
com respeito as coordenadas cartesianas x, y e z, podem ser dadas respectivamente

por

ou (x — ')
o7 =G 3/2
ox Y /V[(x—x’)2+ (y— )2+ (2 — )2 p

(2,2 )dv',  (2.10)



oU (y—y)
S0 =W ="C 3/2
o == T T

(2 y, 2 )dv',  (2.11)

ou (z—2")
5, = 9: =G 3/2
5z~ * /V (z =22+ (y—y)2+(z— )7 4

'y 2du'. (2.12)

As derivadas das equacoes [2.10], 2.11] e [2.12| com respeito a z, y e z, respectivamente,

sao dadas pelas seguintes expressoes:

0*U p  3plx—2)?]

= —gm«—Cg/V {—773+—r5 }dv, (2.13)

*U P, 3ply—y)

A e 2
e

0*U p  3plz—2"?1 ,

FE Cg/v {—ﬁ + — s } dv’, (2.15)

em que consideramos p(z’,y/, 2') = p. Se somarmos as trés expressoes acima, nota-se
que o resultado é zero. Isto significa que o potencial Newtoniano, ou potencial da
atracao gravitacional U(r), obedece a equagao diferencial de Laplace para pontos
fora das massas. Entdo, o divergente do gradiente de U(r) é:

_9*U(r)  0°U(r)  0*U(r)

V. -VU(r)=V?U(r) = Gy 2, + 5, = 0. (2.16)

Vamos definir, de modo genérico, a segunda derivada do potencial gravitacional em

relacao as diregoes a e 8 como:

PU
Jap(r) = aac’gg)’ a, f=x,yez, (2.17)

em que « e [ pertencem ao conjunto de direcoes x, y e z do sistema de coordenadas
Cartesianas destral em que o eixo x aponta para o norte, o eixo y aponta para
leste e o eixo z aponta verticalmente para o interior da Terra. Estas segundas

derivadas do potencial gravitacional, g,s(r), formam a matriz dos gradientes da



atragao gravitacional:

9zz YGzy Yzz
D)= | gy Gy Gu= |- (2.18)
Gz G2y YGzz

Um elemento nesta matriz é a componente g,s(r) do gradiente de gravidade. Note
que gop (equacao [2.17)) também representa a primeira derivada da componente a do
campo gravitacional g,(r) em relacdo a direcao f3, i.e.:

0o
Gas(r) = %, (2.19)

sendo que « e 3 pertencem ao conjunto de direcoes z, y e z do sistema de coordenadas
Cartesianas local destral.

A unidade de medida do campo de gravidade é o mGal. Na gradiometria de gra-
vidade, as componentes do tensor sao derivadas segundas do potencial perturbador,
implicando em mGal por unidade de distancia, geralmente metro ou quilometro. A
unidade de medida mundialmente utilizada para medidas do gradiente de gravidade

é o Eotvos. Numericamente, o valor de 1 E6tvos é igual a 1077/s%,

2.2 A camada equivalente classica

Pelo principio da camada equivalente, um dado de um campo potencial produzido
por corpos tridimensionais em subsuperficie pode ser aproximado por uma distri-
buic¢ao bidimensional da propriedade fisica localizada, por simplicidade, em um plano
horizontal arbitrario. Nao é necessario que a camada esteja sobre uma superficie
equipotencial. Esta distribuicao bidimensional da propriedade fisica é ficticia e tem
a mesma massa anomala verdadeira.

Seja uma anomalia gravimétrica produzida por variagao de densidade no interior
de um volume finito no semi-espaco x — y — z abaixo da superficie da Terra com o
eixo x apontando para o norte, o eixo y apontando para leste e o eixo z apontando
para baixo. A Figura mostra o conjunto das N observagoes (cruzes brancas) da
anomalia gravimétrica (mapa em cores) compondo uma malha de dados localizada
acima da superficie da Terra. Esta anomalia gravimétrica (Figura foi produzida
por um conjunto, em subsuperficie, de corpos geol6gicos 3D (prismas) com dimensdes
variadas e localizados em diferentes profundidades.

Pelo principio da camada equivalente, esta anomalia gravimétrica produzida pela
distribuigao 3D de densidades (Figura pode ser reproduzida por uma distri-
buicao 2D de densidades localizada sobre um plano arbitrario formando uma ca-
mada ficticia localizada na profundidade h. Nesta camada, M fontes equivalentes

(e.g., massas pontuais, prismas) sao distribuidas com diferentes densidades de modo



a reproduzir a anomalia gravimétrica produzida pela distribuicao 3D de densidades
(Figura [2.1)).

Na Figura[2.2] os pontos pretos representam um conjunto de M massas pontuais
(fontes equivalentes) que por simplicidade foram distribuidas em uma malha regular.
O problema matematico da camada equivalente consiste em estimar as densidades

p destas M massas pontuais que reproduzem as N observagoes gravimétricas.

X (Norte)

4 Z (Interior
da Terra)

Figura 2.1: Representacao esquemética da anomalia gravimétrica (mapa colorido)
medida em um conjunto de N pontos de observagoes (cruzes brancas) produzida por

diversos corpos geoldgicos 3D (prismas) em subsuperficie.



X (Norte) _.»N observagdes

M massas

equivalentes
e 6 6 o6 o o o o o o

¢' Z (Interior \_)C"‘mada equivalente

da Terra)

Figura 2.2: Representacao da anomalia gravimétrica produzida por M massas pon-
tuais (pontos pretos) distribuidas sobre uma camada a uma profundidade h. Essa
camada com distribuigao 2D de densidades é chamada de camada equivalente. A
distribuigdo de massas nessa camada (distribuicao superficial de massas) repro-
duz a anomalia gravimétrica produzida pelos corpos geoldgicos 3D (distribuicao

volumétrica de massas) mostrados na Figura 2.1}

A seguir, apresentaremos duas dedug¢oes matematicas da camada equivalente.
A primeira, é uma forma mais usual dessa deducao e a segunda é uma deducao
encontrada em Mendongal (1992).

2.2.1 Deducao matematica da camada equivalente classica

A deducao matematica mais usual da técnica da camada equivalente estd presente

em referéncias classicas como Blakely| (1996 e Kellogg (1929). Essa dedugao nos

levara a terceira identidade de Green que, por sua vez, nos fornecerd algumas inter-
pretacoes sobre a camada equivalente.

Seja uma superficie fechada S com uma distribuicao de massa em sua superficie
de densidade 7, e seja R uma regiao tridimensional limitada por essa superficie S.
O potencial gravitacional é medido num ponto P qualquer fora dessa superficie. A
segunda identidade de Green diz que (Blakely, [1996; Kellogg, [1929):

ov ou

2 . 2 — A i
/R[UV V — VV2Uldv /S {U 5 V@n} ds, (2.20)

em que U e V sao duas fungoes harmonicas e continuas, com derivadas de primeira

ordem definidas e continuas na regiao R, inclusive na superficie delimitadora S.
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As derivadas de segunda ordem dessas fungoes devem ser continuas em todos os
pontos da regiao tridimensional R, mas nao necessariamente na borda. A equagao
acima pode ser usada para se obter uma soma de integrais que resultam num campo
potencial. Fazendo V = % na equacao acima, em que r € a distancia entre o ponto
P (x;,y:, 2;), onde se esta medindo, e o ponto Q (z, v, 2), no interior da regidao R ou

da superficie S, podemos reescrever a segunda identidade da seguinte forma:

/ (Uv"‘1 - 1v2U> dv = / lUil — la—U} ds. (2.21)
R roor sl Onr ron
Se r # 0, entao V2 (%) = 0 e a equagao acima se transforma em

1, 01 10U

Para que a equacao acima seja valida, temos que garantir que r seja diferente de zero.
Logo, vamos isolar o ponto P com uma pequena esfera de volume Awv e superficie o

(Figura [2.3)). Com isso, a equagao acima pode ser reescrita da seguinte forma:

— 1VQUdUZ/ {Uﬁl—la—(]} ds+/ {Uﬁl—la—(]} ds.  (2.23)
S o

RT onr ron onr ron

11



Figura 2.3: Representacao bidimensional de uma regiao tridimensional R delimitada
pela superficie S. O ponto P esta limitado pela superficie o e fora da regiao R. O
angulo df) é o angulo s6lido, n sao os vetores normais as superficies, r é a distancia
entre os pontos P(z;,y;, 2;) € Q(z,y,z) e 7 é o seu versor. A superficie o delimita
a superficie da esfera que estd isolando o ponto P(x;,y;, 2;). Figura adaptada de
Blakely| (1996).

Note que o lado direito da igualdade temos duas integrais de superficie pois
temos a superficie S, que ja existia, e a superficie o que esta envolvendo o ponto P.
Na segunda integral do lado direito da equacao [2.23| podemos considerar, utilizando
consideracoes de angulos sélidos, que ds = r?d$2 e também podemos considerar que

0 o 01 01 1

9 __9 o9t _ 2 2.24
on or 7 Onr orr  r? ( )

Assim, a segunda integral do lado direito da igualdade da equacgao ficara igual

a
01 10U o1 10U]| ,
/JU%‘;%PS = /U{U%ﬁ;ﬂ“m
ou
= Q —dS. 2.2

/UUd ~|—/0rard (2.25)

Sabemos também que fng = 47 (Kellogg, |1929). Logo,

01 10U ou

/U |:Ua—n; — ;8_n:| ds = 47TU+ /UT’WCZQ. (226)
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Com isso, podemos reescrever a equagao [2 da seguinte forma:
1 01 10U oUu
“V?Udv = / {U—— — ——} ds + 47U +/ r—dX). (2.27)
RT S s Or

Se diminuirmos a esfera que envolve P até ¢ — 0 a integral mais a direita da
expressao acima tenderd a zero ( f gr%—gdﬂ — 0). Dessa forma, pode-se obter a
expressao da terceira identidade de Green (Kellogg), [1929):
1 1 10U 1 01
Uz, yi, 2i) = —— VZUd +— | ——ds— U——ds 2.28
(%91 2) 4t Jpr 4t | g7 On 4 onr (2:28)
A primeira integral da expressao acima é o potencial gravitacional Newtoniano de
uma distribuicao volumétrica de massas e que tem uma densidade — V U . Por outro
lado, a segunda integral também é um potencial Newtoniano, sé que produmdo por
uma distribuicéo superficial de massas sobre a superficie S que delimita R, com
densidade - C o
também no ponto P, e produzido por uma distribui¢ao superficial de momentos de
U

dipolo m sobre a superficie S com momento ——=-.
wCy

Se a funcao U for harmonica e continuamente diferencidvel em R, V2U = 0 e

. A terceira integral é o potencial magnético Newtoniano, medido

podemos reescrever a terceira identidade de Green da seguinte maneira:

Uz, yi, zi) = L[l aUds _ L Uglds. (2.29)
Ar | g7 On uv onr
A equagao acima expressa o campo potencial U em qualquer ponto (z;,¥;, z;) no
interior da regiao R em termos de seus valores e sua derivada normal sobre a su-
perficie que delimita a regiao R. Informagoes sobre a fonte nao sao necessarias. A
unica condigao para que isso seja valido é que a regiao R seja livre de fontes.

Pelo teorema da unicidade, para calcularmos U nao precisamos do conhecimento
de ambos U e & na fronteira de S. Basta conhecermos U ou a U sobre S. O conheci-
mento de U sobre a superf1c1e S é denominado condigao de fronteira de Dirichlet e o
conhecimento de U na fronteira S é chamado de condicdo de fronteira de Neumann.
Na equagao [2.29 temos as duas condicoes presentes, e podemos eliminar uma das

duas integrais.

Preservando a condicao de Dirichlet

Para eliminar o termo a—U (que se refere a condigao de contorno de Neumann) na

equacao devemos utlhzar a segunda identidade de Green (equagao [2.20)). Se

considerarmos que os potenciais U e V sao harmonicos, ficaremos com a seguinte

13



equacao:
1
0=— [Ua—v — Va—U} ds, (2.30)
s

e somando as equagoes e teremos:

1 01 10U ov ou

1 0 1 1\ oU

Se escolhermos uma funcao V tal que V + % = 0 em cada ponto da superficie .S,

entao

Uz, yi, zi) = —ﬁ SU% (V + %) ds. (2.32)
Sendo assim, para o caso em que podemos encontrar uma funcao V' que seja
harmonica ao longo de S e que V + % = 0, entao o potencial U pode ser conhe-
cido ao longo dessa regiao. Para tal, basta conhecermos valores de U na fronteira S
(Blakely, [1996; [Kellogg, [1929). A fun¢ao V + 1 é conhecida como fung¢io de Green
para a regiao R e polo P. Entao, se a funcao de Green existe e tem derivada parcial
de primeira ordem em qualquer porcao fechada de R que nao contenha o ponto
P, qualquer funcao U(z;,y;, z;) harmonica em R admite a expressao m (Kellogg,
1929)).
Vamos considerar que U é harmonico para todo z < zg e é conhecido na superficie
So (z = zp). A fronteira S é composta pelo plano Sy (2 = zp) e o meio-espago
delimitado pela superficie S; (Figura . O ponto P’ é a imagem do ponto P
no meio-espago para z > zo (Figura . Note que o potencial V' serd sempre
harménico desde que o ponto @ esteja no plano Sy (z = z) ou em z < z5. O termo
V 4+ % serd igual a zero quando o ponto ) estiver sobre o plano Sy (z = z) ou
quando ele estiver sobre a superficie do hemisfério superior S; quando S; tender
para o infinito. Todas essas propriedades serao satisfeitas se fizermos V' = —%, em
que 1’ é a distancia entre o ponto imagem P’ e o ponto Q).
Logo, V' definido dessa forma deve satisfazer a equagao que pode ser rees-

crita da seguinte forma:

Uz, yi, 2i) = _L U 0 (1 — l) ds. (2.33)

Ar ) ¢ On \r 1’
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Sendo a superficie S = Sp+ .57, podemos reescrever a equagao da seguinte forma
1 o (1 1 1 o (1 1
U i Yiy <) — T U s I a_ ) d - U IR 8) a_ - d .
(21, 40> %) 47r/30 (2. 5:20) 5 ( ) 5 4W/Sl (2,:2) 5 ( ) 0
(2.34)

Se fizermos a superficie S} tender para o infinito, a integral de superficie na superficie
S; da equagao tende a zero e a equagao é reescrita como:

1 o (1 1
U(xi, Y, 2i) = —— Ulx,y,20)=— | — — — | dso, 2.35
o2) === [ Vg (55 ) s (2.35)
que é uma integral na superficie infinita Sy, que é um plano no nivel z = 2;. Nesse
plano, a normal aponta na direcao positiva de z e, consequentemente, a% = %.

Logo, considerando dsy = dx.dy e a superficie Sy tendendo para o infinito, podemos

reescrever a equagao [2.35 como:

1 too oo 0 (1 1
U(l’i,yi,zi) = —E/ / U(%y,Zo)& (— - _> dxdy, (2-36)

roor

e, de acordo com a Figura [2.4], nesta equacao

r={@ =)+ y—u)?+ (27", (2.37)
em que z; = zg — Az e
r= -+ (- )+ -2 (2:38)

em que z; = zo+ Az. Note que r =1/, logo % = % No entanto, se z = 2y temos que

Z—Z; =20 — % LOgO,

01 —(z — z) —(20 — 2)

o [(w—m)? + (y—y) + (=27 (=) + (=) + (20— )]

32"

(2.39)

De acordo com a Figura podemos concluir que zy — z; = z9 — (20 — Az) = Az.

Assim, podemos reescrever a equacao [2.39 como:
0 (1 1 —3/2
5 (;) = -3 [(z —2:)* + (y — vi)* + AZ°] / (2Az)
—Az

- [(z —2:)* + (y —y:)* + A22]3/2’ (2.40)

15



Utilizando argumentos semelhantes podemos chegar a:

% (rl) _ —% (& — 2 + (g — o) + A22] 2 (—2A2)
Az
(2 —2:)* + (y — y:)? + A2

32"

Sendo assim,

01 91

Ozr  Ozr

Reescrevendo a equagao [2.36] como

oo e a1
Ui, 9, %) = ——/ / U(x,y, z0)=——dzdy +

oo Jeoo ozr

1 [foe [t 01
— 9 dxd
+ / / U(%y, ZO)@ZT’ ray,

A J_ o .

e, utilizando a equagao [2.42] obtemos:

1 —+o00 “+o00 a
U(xi,yi, 2) = _E/ / U(z,y, zo 8——da:dy+

[e. 9]

1 o0 01
_E/oo /Oo U$y,zoa—;d:rdy
2

01
/ U(z,y, 2o a—;dxdy.

Por fim, a partir da equacao podemos facilmente encontrar que:

—z [To0 oo U(x,y, 2
U(:EZ?yl?ZZ - / / ( 9 0) 9 _3/2
(2 —23)? 4+ (y — v:)? + (20 — 2)?]

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

dxdy.

(2.45)

A equagao acima nos permite calcular o potencial U num ponto (z;,y;, z;) em que

z; < zp a partir do conhecimento do potencial U(z,y, z9) no plano Sy (z = zp). A

equacao é chamada na literatura de continua¢do para cima (Henderson, 1970)).
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P’=(Xi! Vi ZO+AZ) 222

Figura 2.4: Seja U uma fun¢ao harmonica no interior do semi-espago superior em
que z < zy. O semi-espago superior define uma regiao com volume R delimitada por
uma superficie S que é definida pela uniao das superficies S; e Sy (i.e., S = So+51).
A variavel r é a distancia entre os pontos P e @ e v’ é a distancia entre P’ ¢ Q). O
ponto P’ é a imagem de P no meio espago para z > 2 e a distancia r serd igual a

r" quando o ponto @) estiver sobre a superficie Sj.

Preservando a condicao de Neumann

Ao invés de eliminar o termo g—g na equacao m podemos eliminar o termo U %%,
que requer o conhecimento de U na fronteira S. Isso significa preservar a condicao
de Neumann e eliminar a condicao de fronteira de Dirichlet da nossa equacao. Essa
eliminagao nos trara outra propriedade interessante que deriva da terceira identidade
de Green.

Entao vamos determinar a solucao da equacao de Laplace em uma regiao R,
limitada por uma superficie S (Figura, satisfazendo a condicao de contorno de

Neumann que diz o seguinte:

oUu

VU =0 naregido R e  —
on

(2.46)

Y
s
em que o potencial U tem que ser harmonico e o seu gradiente deve ser conhecido

ao longo da superficie S. Na equacao [2.31] vamos fazer a seguinte defini¢ao:
1
= (v+7). (2.47)
r

em que G é uma funcao de Green. Para cancelarmos o termo [ U %Gds (equagao

2.31)), entao G deve ter a sua derivada em relagao a normal avaliada na superficie S
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igual a zero. A derivada dessa funcao com respeito a normal a superficie S é igual

a:
oG ov 0 (l)
| = 0| 4 s (2.48)
onl|g On|g on 5
A equacao acima deverd ser igual a zero, logo
oV d(%)
| = ZAr 2.49
on |4 on S’ (249)

em que substituimos r por r’ pois ) estd sobre a superficie onde z = z; e, dessa
forma, a distancia do ponto () ao ponto P ¢ igual a distancia entre o ponto () e o
ponto P’. A fun¢ao G que satisfaz a condigao acima é chamada de fungao de Green
de segunda espécie, cuja solucao é:

1 oU

U=—[ ¢

1) Ggn d5+C (2.50)

S

sendo C' uma constante e g—g ‘ ¢ ¢ a derivada normal do pontencial U avaliada em S.
A equacao acima é o potencial no ponto P em que o gradiente em relacao a normal

da funcao de Green é

oG (L 9 (&
on |4 on on
5 S
. , o _ o : a(7)
Como a normal a superficie Sy (em z = z) ¢é tal que 5- = 5~ e as derivadas —> e
M tendem a zero se S; tende a infinito, temos
on 1 ) que
oG (L o (%
0z |4 0z 0z
So So

Utilizando as equacoes e [2.41] podemos escrever a derivada parcial da funcao
de Green GG com respeito a direcao z, presente na equagao [2.52 da seguinte forma:

%
0z

20z
_ : 2 — (2.53)
s (2 —2:)% + (y —y:)? + (Az)?]

Entao, para calcularmos a funcao de Green basta integrarmos a equagao acima em

relagao a z e ficaremos com:

G = & o5+ C. (2.54)
(& = :)* + (y — 1:)* + (A2)?]
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Substituindo a expressao acima na equacao [2.50 teremos o potencial medido no

ponto P com coordenadas (z;, y;, 2;):

1 2 ou
U(Iiuyiazi> = 1/2 (_ ) ds +C
A ) s \ [z — 2:)2 + (y — 9:)* + (Az)?] 0z |5
(2.55)
1 1 U
Ui, yi, 2i) = — 7z (— )d8+C
2 ) s \ (& — @) + (y — 9:)? + (A2)7 0z s
(2.56)
e fazendo a superficie S tender para o infinito, ficamos com:
1 [roe [ree 1 ou
U(‘rhyhzi):_ / 1/2 (_ ) d‘rdy—i_c’
2T oo Jooo \[(m=2:)2 + (y—1:)% + (A2)?] 0z s
(2.57)
A componente vertical do campo de gravidade é definida da seguinte forma
oU (r)
z = s 2.58
= |75 (2.58)

e a derivada parcial do potencial U com repeito a z, avaliada no ponto zy, que
aparece no segundo termo entre parénteses do lado direito da equagao pode

ser escrito como:

oU (r)
0z

= gz(mayyz())a (259)
S

em que g.(z,y, z9) ¢ a componente vertical do campo de gravidade quando o ponto
() esta sobre a superficie z = z7. Considerando a constante C igual a zero, podemos

reescrever a equacao da seguinte forma:

1 +oo +o0o
Ui, yi, zi) = —/ / 9:(7,, 20) zdrdy.  (2.60)
21 Jooo oo (@ = mi)2 4 (y — wi)? + (A2)2]Y

A equagao [2.60]é um potencial Newtoniano produzido pro uma distribuicao superfi-

cial de massas sobre a superficie Sy (z = zp) com densidade superficial o, dada por
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9z(%,y,20) 5 : .
Z%—Cg. Logo, podemos reescrever a equacao [2.60| da seguinte forma:

9z (xi,yi,20)

+o0 +o0
Uy, vi, % :C/ / 2 dedy. (2,61
@t 2) = Co oo Jooo (=) 4 (Y — v)? + (Az)2? v (26D

Se substituirmos a densidade superficial o, no potencial da equacao ficaremos

Ccoml:

+o00 +00
Ui, yi, z1) = C'g/ / %:(, Y, 20) drdy.  (2.62)
oo oo (=22 4 (y —ui)? + (A2)?2])Y

Com a equacgao acima € possivel calcular o potencial num ponto acima de uma
superficie plana. Para tal, basta que conhecamos a distribuicao de densidades oy

que existe na camada equivalente de massas Sy (z = 2).

2.2.2 Dedugao da camada equivalente (Mendonga, 1992)
A continuacdo analitica de uma fungao harmonica d(z,y, z) consiste em resolver a
equacao de Laplace

V2U(z,y,2) =0 (2.63)

com a condicao de fronteira de Dirichlet, i.e.,

d(x,y,z =h) =dy(a, 5,7). (2.64)

A solugao da equacao de Laplace com a condicao de Dirichlet calcula a funcao
harménica d em qualquer ponto (z,y,z) situado na regiao externa as fontes
geologicas a partir do conhecimento desta funcao harmonica em uma superficie plana
e horizontal, na qual a funcao d(x,y, z) assume valores conhecidos dy(«, 3,7).

A solugao deste problema é dada pela Integral de Dirichlet (equagao

também chamada de equagao da continuagao (Hendersonl [1970):

L 1 .
d(w,y,z)—mr /_Oo /_OO do( ’ﬁ’w)[(a—x)2+(6—y)2+(’y—2)2]3/2d dgs.
(2.65)

Nesta equacao as coordenadas (z,y, z) representam a posi¢ao onde estao sendo me-
didos os dados gravimétricos e (a, 3, ) seriam as coordenadas sobre uma superficie

plana e horizontal. Um dado de campo potencial d(z;,y;, z;) medido em (x;, y;, 2;)
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pode ser expresso da seguinte forma:

+o00 +oo
d(1,y: 2 — dadp.
(ot =) / / [(a—xi)2+(B—yi)2+(7—zi)2]3/2 o
(2.66)

Se tivermos um conjunto finito de N medidas d;, podemos determinar infinitas
solugdes do(av, B,7) que irdo satisfazer a equagao acima, caracterizando este pro-
blema como sem unicidade. Dentre essas infinitas solugoes, escolhemos a seguinte

solucdo particular (Mendongca, [1992):

) = 2_pigle =z B =y = h), (267)

em que p; (j =1,..., M) é o j-ésimo parametro desconhecido e g(a—x;, f—y;,y—h)
é uma funcao harmonica avaliada em (a—z;, 8—y;, y—h), em que h é a profundidade
da camada equivalente.

A unicidade da solugao particular do (equagao 2 -D é garantida para o caso em
que o conjunto de M fungdes harmonicas g(a — z;, 8 — yj,7 — h) é base de um
espaco M-dimensional. Adicionalmente, o conjunto de fun¢des harmonicas devem
decair a zero quando a distancia entre as coordenadas (o, 3,7) e (z;,y;, h) tender
ao infinito para satisfazer a condi¢ao de contorno de Dirichlet. Substituindo
em [2.66] obtemos:

+oo +o0
Y%
d('rZ?yZ)Z’L - / / 9 9 3/2 X
04—901 + (B =)+ (v — z)?

X ijgm — 2,8 —y;,7 — h)dadB.  (2.68)

Como o somatério é independente da integral, podemos reescrever a expressao acima

CO1mo:

d(xs, yi, 21) ij

L free [t Vi
il 2 B—1iv—h dadp.
X [27T /oo /OO gla—x;, B—y;, vy )[(a—xi)2+(ﬂ—yi)2+(7—%)2]3/2 adf
(2.69)
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Se chamarmos y—h =7/, a—z; = o/ e f—y; = (' ficaremos com a equac@o abaixo:

xzayzyzz Zp]

i +oo  pFoo (a/ B/ ,) ’)//—(Zi—h)
2 | 3 G\ P p 2 , 9 , W2 3/2
po /oo (& = (zi=2;)) "+ (8= (=) + (¥ — (z:—h))’]
Comparando a integral acima com a equagao temos a expressao:
g(ﬂf - xj??-/i - yjazi - h’) =
“+oo —+00
Y%
:_ Oé xaﬁ y77 h‘) d&dﬁ
/ N O i G L OB K
(2.71)

A equagao acima mostra que a integral da equagao possui solucao imediata

porque a funcdo base da equagao [2.67| é harmonica e esta definida no nivel 7' e a

integral de é a equacao da continuagao entre o nivel 4" e o nivel z; — h.
Substituindo o conjunto de M fung¢oes harmonicas g(z; —x;, y; — y;, zi — h), dada

pela equagao na equagcao obtemos:
xzaywzz ijg xjayi _yjazi - h) (272>

A equagao mostra que uma funcdo harmonica d avaliada fora das fontes
nas coordenadas (x;,y;,2;) ¢ uma combinacdo linear de M fungbes harmonicas
g(z; — z;,y; — y;,2i — h) que decaem a zero quando a distancia entre as coorde-
nadas (x;, i, 2;) € (x;,y;, h) tender ao infinito. Os M coeficientes desta combinacao
linear (equagao sao pj,J = 1,..., M. Note que dado M funcoes harmonicas
9(z; —x;,y; —yj, zi—h) e os M coeficientes p;,j = 1, ..., M podemos calcular o dado
do campo potencial nas coordenadas (x;, y;, 2;)-

A equacao em forma matricial reduz-se a:
g =Am, (2.73)

em que g é o vetor N—dimensional de dados potenciais gravitacionais em que o
i—ésimo elemento g; é o valor do dado nas coordenadas (z;,y;,2;), m é o vetor
M —dimensional de coeficientes desconhecidos cujo j—ésimo elemento é m; e A
¢ uma matriz de dimensao N x M cujo ij—ésimo elemento é a ij—ésima funcao

harmonica g(x; — x;j,y; — yj,2 — h) que decai a zero quando a distancia entre as
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coordenadas (x;,v;, ;) € (;,y;, h) tender ao infinito.

Se considerarmos que cada uma das M funcoes harmonicas g(x;—x;, i —y;, zi—h)
é a funcao de Green da componente vertical da atracao gravitacional calculada na
i—ésima coordenada (x;,y;, z;) produzida pela j—ésima massa pontual com densi-
dade unitéria e localizada na coordenada (x;,y;, h); entdo, neste caso A é a matriz

de sensibilidade (ou matriz Jacobiana) cujo ij—ésimo elemento é:

Cy(h — 2;)
(2 — 25)2 + (i — y;)2 + (2 — B)2P

Qi; = 1= 1, ceey N, ]: 1, cey M,

(2.74)

em que N é o numero de observacoes da componente vertical da atracao gravita-
cional e M é o nimero de massas pontuais distribuidas sobre um plano horizontal
a uma profundidade h com coordenadas horizontais (z;,v;),7 = 1,...,M. Neste
caso especifico, o j-ésimo elemento do vetor m é a densidade (propriedade fisica)
da j—ésima massa pontual localizada em (z;,y;, h) e 0 i-ésimo elemento do vetor g
¢ a componente vertical da atracao gravitacional calculada na ¢—ésima coordenada
(x;,Yi, z;). Este plano horizontal com profundidade h em que as M massas pontuais
estao distribuidas nas coordenadas horizontais (z;,y;),j = 1,..., M é denominado

de camada equivalente que estd ilustrada esquematicamente na Figura [2.2]

2.2.3 O problema inverso da camada equivalente classica

O problema inverso de estimar as densidades das M massas pontuais (vetor de
parametros m) que estao distribuidas sobre a camada equivalente, a partir do vetor
N —dimensional das observagoes da componente vertical da anomalia gravimétrica
g°, pode ser formulado minimizando a norma Euclideana do vetor m sujeito a
norma Euclideana da diferenca entre o vetor de dados observados e o vetor de dados
preditos ser igual a precisao experimental. Neste caso, o estimador desses parametros

¢ chamado de estimador de Tikhonov de ordem zero que é dado por:
m* = (ATA + uI)'ATg’, (2.75)

em que I é a matriz identidade de ordem M e p é um escalar positivo chamado de
parametro de regularizacao. Essa regularizacao so se faz necessaria para a estabi-
lizacao da solucao estimada.

Note que se os elementos da matriz A podem ser dados pela equacao [2.74] entao
os parametros a serem estimados sao as densidades das M massas pontuais que estao
distribuidas na camada equivalente como mostra a Figura Neste caso o dado
predido g por esta distribuigdo 2D de densidades (equagao é a componente
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vertical da atracao gravitacional. No entanto, ressaltamos que outras funcgoes de
Green podem ser usadas para definir os elementos da A.
Apoés estimar o vetor de parametros m, podemos calcular o dado potencial trans-

formado utilizando a seguinte equagao matricial:
t = Tm", (2.76)

em que m* é o vetor de parametros estimado pela equagdo 2.75 t é o vetor
N —dimensional do dado transformado (e.g., dado interpolado, dado continuado,
gradientes do dado, componentes do dado) e T é uma matriz N x M de trans-
formacao cujo kj—ésimo elemento é a funcao de Green do campo transformado
calculada na k—ésima coordenada (xy, Y, 2zx) que foi produzida pela j—ésima massa
pontual com densidade unitaria e que esté localizada na coordenada (z;,y;, h), em
que h é a profundidade da camada equivalente.

A seguir apresentamos algumas transformagoes classicas usando a camada equi-

valente.

Interpolacao

Apoés estimar o vetor m*, que é a distribuicao 2D de densidades na camada equi-
valente que explica os dados observados g°, podemos estimar o efeito gravimétrico
dessa distribuigdo em novas coordenadas (xg, Y, 2r) em que k = 1,....L. Em ou-

tras palarvas, podemos fazer uma interpolagao nos dados observados reescrevendo

a equagao [2.76] como:
t"t = T m*. (2.77)

em que t™ ¢é o vetor L—dimensional cujo k—ésimo elemento t™; est4 localizado
na coordenada (xy, Yk, zx) e T é uma a matriz L x M de transformacdo. Essa
matriz de transformagao é muito semelhante a matriz original A (equagao . A
diferenca é que sao substituidas as coordenadas originais das observacgoes (x;, ¥, 2;)
pelas coordenadas da interpolacdo (zj,yr,2x). Logo, T™ é uma matriz L x M
cujo kj—ésimo elemento é a funcao de Green da componente vertical da atragao
gravitacional calculada na k—ésima coordenada (zy, yx, 2) produzida pela j—ésima

massa pontual com densidade unitaria, volume unitéario e localizada na coordenada

(4, Y5, h)

Og(h - Zk) .
[(zr — )%+ (ye — y;)% + (21 — h)2]3/2

nt __

(2.78)
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Continuacao para baixo e para cima

Um caso especial da interpolacao ¢ quando alteramos somente a componente z; das
observagoes. Considerando que a componente z cresce no sentido do interior da
Terra, quando nos afastamos das fontes equivalentes estamos diminuindo o valor
z; de um valor positivo Az e quando nos aproximamos estamos acrescentando um
valor positivo Az. Usualmente, o afastamento das fontes chama-se “continuacao
para cima” e a aproximacao denomina-se “continuagao para baixo”.

Os elementos da matriz de transformacao para o caso da continuagao para cima

(t;7) e para baixo (t{**") sao dados, respectivamente, por:

tr = : 9 : - VT (2.79)
[(wi — @)% + (yi — y;)* + (57 — h)?]

C,y(h — zoum)
down 7

3/27
(i — 2)2 + (s — ;)2 + (zdvm — )?]"

em que as coordenadas espaciais x; e y; seguem inalteradas e as coordenadas z;” e
zdown 30 as coodenandas das continuacoes para cima e para baixo respectivamente.
Essas coordenadas utilizam a coordenada original z; diminuida ou acrescida do valor
positivo Az de modo que:

2P =2z — Az e 20 = 2 + Az (2.81)
A matriz de transformacao da continuacao para cima T e a matriz de trans-
formacdo da continuacdo para baixo T%“" tem ordem N x M cujos ij—ésimos
elementos sao as funcoes de Green do campo transformado calculado na i—ésima
coordenada (z;,y;, z;"), para o caso da continuagao para cima, e na i—ésima coorde-
nada (z;, y;, 2°“™), para o caso da continuagio para baixo. Em ambas as situagoes, a
funcao de Green do campo transformado foi produzida pela j—ésima massa pontual

com densidade unitdria e que estd localizada na coordenada (x;,y;, h).

Calculo de componentes

Considere que a componente vertical g, do campo de gravidade é o dado observado
g° na equagao [2.75, Estimado o vetor de parametros m*, podemos calcular as

componentes g, e g, da seguinte forma:

g, = T,m", (2.82)
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g, = T,m", (2.83)

em que g, e g, sao vetores N-dimensionais das componentes g, e g,, respectiva-
mente, e os elementos das matrizes de transformacoes T, e T, sao dados respecti-

vamente por:

1= Colz; — @) et (2.84)
(i — 25)? + (i — y;)? + (2 — 1)?]
tg;j _ Cy(yj — i) (2.85)

(i = 2)% + (i — 9)? + (2 — W)

As matrizes T, e T, tem ordem N X M e o0 ij—ésimo elemento delas sao as funcoes de
Green das componentes norte (g,) e leste (g,) da atracao gravitacional calculadas na
i—ésima coordenada (x;,y;, z;) e que foram produzidas pela j—ésima massa pontual

com densidade unitdria e que estd localizada na coordenada (x;,y;, h).

Calculo das derivadas

Depois de estimar m* (equagao [2.75) também podemos calcular os vetores N-
dimensionais g, 4 que contem as componentes g, dos dados dos gradientes de gra-

vidade (equagoes e[2.19) através das seguinte equagdes matriciais:

8zr = Lo, (2.86)
g,y = Typym’, (2.87)
8z: = Toem’, (2.88)
g,, = Ty,m", (2.89)
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gy = Tyzm*, (290)

g,=T,m" (2.91)

Os elementos das matrizes de transformacao para cada um dos casos acima sao

dados por:
xTr __ —1 S(x] — xi)Q
f =G {[(l‘z‘—ﬁj)Q‘f‘(%_yj)2+(zi_h>2]3/2+ (=) +(yi—y;)* + (zi—h)2>2 ]
(2.92)
=g, 3w —xi) (y; — i) 5/2] ’ (2.93)
(zi—2;)%+(yi—y;)?+ (2 —h)?]
_— 3(25—2:)(h—2) 5/2] | (2.04)
[(zi—2;)*+ (yi—y;)?+ (2 — 1)?]
. ~1 3(y; — v:)°
=% |:[(xi_xj)2+(yi_yj)2+(2i_h)2]3/2+[(Ii_xj)2+(yi_yj)2+(2i—h)2]5/2 ’
(2.95)
ve 3(y; — yi)(h — 2)
t=C |:[($i—$j)2+(yi_yj)2+(zi_h)2]5/2 7 (290
. ~1 3(h — )
= {[(wi_$]’)2+(yi_yj)2+(zi_h)2]3/2+[(xi_xj)2+(yi_yj)2+(zi_h)2]5/2
(2.97)

As equacoes[2.92],2.95 e[2.97 podem ser deduzidas facilmente das equacoes[2.13]
e[2.15]respectivamente, e as equagoes[2.93], [2.94] e [2.96] podem ser obtidos de maneira

semelhante aos calculos feitos na segao anterior. O célculo dessas componentes
5

apresenta normalmente algum grau de instabilidade devido aos termos de 7% e r

que aparecem nos denominadores. As matrizes de transformacao T**, T*Y T
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TY, TY? e T#* tem ordem N x M e os seus ij—ésimos elementos sao as fungoes de
Green das derivadas das componentes do campo de gravidade calculadas na i—ésima
coordenada (z;,y;,2) e que foram produzidas pela j—ésima massa pontual com
densidade unitaria e que estd localizada na coordenada (z;,y;,h). Com o calculo
de todas essas componentes, a camada equivalente nos permite avaliar todos os

elementos do tensor (equagao [2.18)) a partir do ajuste de apenas uma componente.

Custo computacional da camada equivalente classica

A técnica da camada equivalente apresenta sérias limitagoes computacionais para
um numero grande de observagoes N ou de massas M distribuidas sobre a camada.
A matriz de sensibilidade A é uma matriz N por M e o vetor dos parametros m,
como pode ser visto na equacao [2.75], é estimado resolvendo-se um sistema de N
equacoes com M incégnitas. Num trabalho de campo onde sao coletados dezenas
de milhares de observacoes, essa técnica se torna praticamente inviavel do ponto de
vista computacional.

O processo de inversao usual da camada equivalente classica pode ser dividido em
duas etapas: a estimativa de m* e a obtencao de um dado potencial transformado
(e.g. componentes, derivadas ou interpolagbes do campo) usando a equagao m
Computacionalmente, a primeira etapa requer muita capacidade de processamento.
Em especifico, a solugdo do sistema linear da equagao [2.75], em que temos o termo
(ATA + ulI), envolve a solugdo de um sistema de equagoes de ordem M x M. Ou
seja, quanto mais massas pontuais forem distribuidas sobre a camada equivalente,
maior serd o sistema linear a ser resolvido.

Porém, existe uma identidade matricial que diz (Petersen, 2012; Searle, [1982):
(Im + PQ)™'P = P(Ixn + QP)"!. Em que Iy é a matriz identidade de ordem
M x M, In é a matriz identidade de ordem N x N, P e QQ sao matrizes quaisquer

de ordem M x N e N x M, respectivamente. [sso nos permite reescrever a equagao
da seguinte forma:

m* = AT(AAT + ul)~'g°. (2.98)

Note que o sistema a ser resolvido com esse estimador é de ordem N x N. Em
termos praticos, o estimador da equacao é computacionalmente muito mais
eficiente do que o estimador dado pela equagao [2.75] (para N muito menor que M).
Isso se deve porque, na abordagem usual da camada equivalente classica, M é em
geral muito maior que IV, ou seja, existem muitos mais fontes equivalentes sobre a
camada equivalente do que medidas observacionais.

Mesmo com esse estimador mais eficiente, para um nimero N de observacoes

muito grande, ainda teremos um problema de dificil processamento computacional.
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Em Boyd & Vandenberghe| (2004) e |Golub & Van Loan (1983) encontram-se os
calculos necessarios para saber quantos flops sao utilizados para a resolugao do
sitema linear associado & equacao[2.98] O flop representa a quantidade de operagoes
bésicas (soma, subtrac¢do, multiplicagdo ou divisdo) entre dois pontos flutuantes.
Ou seja, com o calculo no nimero de flops temos a quantidade de operagoes basicas
totais que sao realizadas para resolver qualquer problema computacional. Uma
forma de otimizar ainda mais o estimador da equacao [2.98| é dividindo-o em duas

partes. Na primeira, resolvemos o seguinte sistema:
(AAT + ul)w = g°, (2.99)

em que w é uma variavel muda. Apéds a resolucao do sistema acima, faz-se a seguinte

operagcao:
ATw =m*. (2.100)

Se resolvermos o sistema da equacgao [2.99| utilizando a decomposicao de Cholesky, o

computador executard o seguinte nimero de flops (Boyd & Vandenberghe, [2004)):

1
ng = gN3 + 2N, (2.101)

Por sua vez, para a resolucao da equacao [2.100| sao gastos o seguinte nimero de

flops:
n’y = MN?+ 2N M. (2.102)

Logo, no total serao gastos para estimar o vetor de parametros desconhecidos m* o

seguinte nimero de operagoes:

1
nletol = 4y = 5 N3 4+ 2N% 4 MN? + 2N M. (2.103)
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Capitulo 3

Metodologia: Camada equivalente

otimizada

Vamos considerar um sistema de coordenadas cartesianas em que a coordenada z
cresce para baixo, a coordenada horizontal x aponta para o norte e y aponta para
leste. Considere a fun¢ao harmonica g(a, 3, 29), que representa o campo de gravidade
produzido por uma distribui¢ao de massas localizada inteiramente abaixo do plano
2p. A integral de Dirichlet (equagoes e , também chamada de continuagao
para cima, relaciona o dado g(«, f3, z9), medido num nivel z; com um dado g(z,y, 2)
medido em um ponto arbitrario em que z < zp.

Utilizando a equagao da continuagao para cima (equagao [2.65)) e definindo

O(z—a,y—PF,2—2y) = % , (3.1)

N

em que r = [(z—a)? + (y—B)? + (z—20)?]?, entdo a equagao [2.65| pode ser reescrita

como:
+00 +o0
g(x,y, 2 / / a,f,20)0, 0(x—a,y— B, z2—z) dadf, (3.2)
sendo 0, O(x—a,y—f,2—2) = W

A equacao descreve a condigao ideal em que o campo potencial g(«, 3, zg) é
continuo e harmonico e conhecido em todo plano horizontal no nivel z,. Entretanto,

em termos praticos, em que um numero de observacoes N é feito, podemos aproximar

a equagao [3.2 por:
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—+00 400

/ / ﬁ Z() 82 0@ da dﬁ, 1= 1,‘..,N, (33)

—00 —00

em que g; = g(z4,vi,2:), ¢ =1,....,N é o i-ésimo dado do campo potencial medido
no ponto (r;,y;, %) € 0; = 0(x; — o,y — B,2i — 20), i=1,..., N .

Na equagao[3.3], o dado gravitacional observado no plano zy é também uma fungao
harménica e continua g(«, 3, z9) em « e 3 que é conhecida em todo o plano horizontal
2p. Se multiplicarmos e dividirmos a equacao acima pela constante gravitacional Cy
e considerarmos um numero discreto de observacoes M, a integral de superficie pode

ser numericamente aproximada por:

M

As; gj
9= 320, C, 0.0, i=1,.., N, (3.4)

J=1

em que g; = g(ay, 3j,20), j = 1,..., M, é o j-ésimo dado gravitacional no j-ésimo
ponto de observacao com coordenadas (¢, 55, 20), As; é um elemento de &rea pro-
veninente da integragao (equagao el =0(x; —aj,yi—Bj,zi—2),i=1,..,N
ej=1,... M.

A equacao [3.4] pode ser reescrita como

:Z m; ag, i=1,..,N, (3.5)

em que a;; = C, 0, 0;; é a funcao de Green da componente vertical do campo
gravitacional medido no i-ésimo ponto de observagao (x;,y;, z;) e produzido pela

j-ésima massa pontual localizada em (o, §;, 20), €

As; g;

;= =1,..., M. .
m] 271'097 J ) ) (3 6)

¢ a j-ésima distribuicao superficial de massa sobre o j-ésimo elemento de area As;
do plano horizontal localizado na profundidade 2 e centrado em z = «; and y = 3;.

Assim, a equagao pode ser escrita da mesma forma que a equacao [2.73] em
que g é o vetor N-dimensional dos dados gravitacionais preditos e A é a matriz
de sensibilidade de ordem N x M. O vetor m é o vetor das propriedades fisicas
distribuidas sobre a camada equivalente. Para estimar essa distribuicao de proprie-

dades fisicas deve-se minimizar a seguinte funcao
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¢(m) = ¢g(m) + pi ¢ (m) , (3.7)

em que ¢,,,(m) é a fungao de regularizacdo, p é o parametro de regularizagio e ¢,(m)
¢ a norma quadratica do residuo, que ¢ a diferenca entre o dado observado e o dado

predito, i.e.:

¢g(m) = ||g° — gl|3, (3.8)

em que g° = (g9, ...,9%)" é o vetor N-dimensional do dado observado. Se minimi-
7aImos a equacao encontramos um estimador idéntico ao da equacao que
pode ser expresso como o estimador dado pela equacao [2.98, Tanto o estimado da

equacao quanto o estimador da equacao [2.98 nao serao usados nessa tese.

Vinculo de correcao de excesso de massa

A partir do teorema de Gauss, o excesso de massa M de um corpo pode ser estimado
de forma tnica a partir de uma integral de superficie do dado gravitacional g(x,y, z)
medido num plano observacional z; e dividido por uma constante (Grant & West,
1965), i.e

“+o00 400

1

—00 —00

Se substituirmos a integral da continuagao para cima (2.65) na equacao acima,

ficamos com uma nova expressao para o excesso de massa dada por:

“+00 00
20 — %1
27r0 o / / @ B,20) X
+00 +00 1
/ / 5 drdy| dadf.
o @—a)* + (y = B)* + (21 — 20)%]

(3.10)

Sabemos que o termo entre colchetes é igual a (Bhattacharyya 1967), e

equacao reduz-se a:
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+o00 +o0

M= 27r10g / /g(a,ﬁ,zo) da dg. (3.11)

—00 —00

A equacgao [3.11] mostra que o excesso de massa M de um corpo € a integral de
superficie do dado g(«, 3, z9) observado no plano z = 2, dividido por uma constante.

A primeira vista, a similaridade entre a expressao mais comum para 0 excesso
de massa (equagao [3.9) e a equagao pode ser extremamente ébvia. No entanto,
isto nao é verdade pois na equacao [3.11] o plano horizontal z = 2z, é aquele em que
as fontes equivalentes estao localizadas e o dado produzido por elas g(«, 3, z9) esté
sobre esse plano. A equagao [3.11]nao é de interesse puramente matemaético, ela serd
utilizada neste trabalho.

Vamos considerar N observacoes g = (g1, ...,gn) ', feitas sobre a camada equi-
valente, em que g; é o i-ésimo dado medido na i-ésima coordenada («;, 5;, 29). Para
um dado numero de observacoes, a integral de superficie da equacao [3.11| pode ser

numericamente aproximada por:

(.
~ A A2
em que
As = (Asy, ..., Asy) T, (3.13)

¢ um vetor N-dimensional em que o i-ésimo elemento As; contém o elemento de area

localizado na coordenada vertical z; e centrada nas i-ésimas coordenadas horizontais
(xia yz)7 L= 17 s N (Figura '
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Figura 3.1: Figura esquemaética considerando uma malha de observacoes regular.
Os pontos de observacao encontram-se nos pontos de coordenadas (x;,y;, z;) e os
elementos de area encontram-se nas mesmas coordenadas horizontais, porém a uma

profundidade z.

Para um dado numero de observacoes, a integral de superficie da equacao (3.9

pode ser aproximada por

M~ %ngﬁ As, (3.14)
emque g = (g1, ...,gn)" é0vetor N-dimensional cujo j-ésimo elemento g’ ; contém o
dado gravitacional no plano da camada equivalente localizada a uma profundidade z,
e centrada nas j-ésimas coordenadas horizontais (¢, 5;),7 = 1, ..., N. Considerando
que o numero de dados e o numero de fontes equivalentes é igual a N e que as
coordenadas horizontais a; = z; e §; = y; (Figura ; logo, o vetor As também é
dado pela equacao |3.13]
Se considerarmos que o numero de fontes equivalentes, distribuidas sobre a ca-
mada localizada a uma profundidade zg, é igual ao nimero N de dados observa-

dos, entdo, podemos substituir a i-ésima massa pontual, localizada em («;, 5;, 20)

(equagao , dentro da equacao para obter:

N
M=~ > m; =1"m, (3.15)
i=1
em que 1 é um vetor N-dimensional com todos os elementos iguais a 1. A equagao
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3.15| mostra que o excesso de massa M pode ser aproximado como a soma das

contribui¢oes de N massas distribuidas sobre toda a camada equivalente. A partir

das equagoes e podemos obter que:

27C, g' As~1'm. (3.16)
A equacao |3.16| mostra que a soma dos dados observados g nas coordenadas
(i, Yi,2:), 1 = 1,..., N, é aproximadamente igual a soma das N massas distribuidas
sobre a camada equivalente.
Vamos considerar uma camada equivalente hipotética que consegue ajustar com-
pletamente o conjunto de N dados observados g° = (¢, ..., 9%) ", em que g? sao os
dados observados nas coordenadas (x;, y;, z;). Entao, de acordo com a equagao m,

podemos fazer a seguinte aproximacao:

1
2nCy

g° " As~ 1 'm°, (3.17)

em que m° é um vetor N-dimensional que contém a distribuicao de massas sobre

essa camada equivalente hipotética. Fazendo a diferenca entre as equagoes [3.17] e

obtemos:

1
2rnCy

r'As~1"Am, (3.18)

em que Am = m° — m é um vetor N-dimensional que contém a diferenca entre as
massas dentro da camada equivalente e o vetor N-dimensional r contém residuos

dos dados gravitacionais, definido como:

r= g° — g, (3.19)

em que g é dado pela equagao[2.73] Note que a equagao[3.18 nos fornece uma relagao
aproximada entre a soma dos residuos r e a soma da diferenca das massas Am. Se
impusermos uma correlacao positiva entre os vetores r e Am, obtemos uma nova

relacao dada por:

, (3.20)
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em que A-! ¢ uma matriz de ordem N x N , diagonal, dada por:

~ 1
A7l = ol AS, (3.21)
g

e AS ¢é uma matriz diagonal de ordem N x N cujos elementos da diagonal sao os
elementos do vetor As (equagao . A equacao estabelece uma aproximacao
linear entre cada elemento do vetor residual r e cada elemento do vetor da diferenca
das massas Am. Chamamos a equacao de vinculo de corregao de excesso

de massa.

O processo iterativo da camada equivalente otimi-

zada

Propomos um processo iterativo para estimar a distribuicao de massas sobre a ca-
mada equivalente minimizando a funcao do ajuste ¢4(m) (equagao|3.8) com o auxilio
dos incrementos de massa (equagao [3.20)). Consideramos um conjunto de N massas
pontuais distribuidas sobre a camada equivalente localizada a uma profundidade zg.
Também arbitramos que a posicao horizontal dessas massas pontuais («;, ;) € a
mesma posicao horizontal das N observagoes feitas em superficie nas coordenadas
O nosso processo iterativo inicia com a seguinte distribuicao de massas inicial:

m’ = A~'g° (3.22)

Infelizmente, essa aproximacao inicial nao consegue ajustar o dado observado.
Em nosso processo iterativo estimamos incrementos de massa (equagao con-
siderando que, na k-ésima iteracao, a distribuicio de massas estimada h* sobre
a camada equivalente produz um dado predito g¥ (equacao e um residuo r*
(equagao . Vamos considerar a partir de agora que o caractér (~) denota
estimativa.

Nosso método iterativo impoe que

r* — AAm~0, (3.23)

em que 0 é o vetor nulo, A é uma matriz diagonal de ordem N x N definida como a
inversa de A~! (equagao , A" é o parametro de correcao estimado na k-ésima
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iteracao e r¥ é um vetor N-dimensional dos residuos entre os dados observados e os

dados preditos na k-ésima iteracao, ou seja:

rf = g° — Am". (3.24)

A equacao(3.23|impoe que, na k-ésima iteracao, o vetor estimado dos incrementos
de massa Am"* deve minimizar a diferenca entre os residuos r¥ e o vetor A A
Portanto, nosso objetivo é encontrar um vetor Am* tal que a diferenca entre o vetor
r* e 0 vetor A Arh* seja proxima de zero.

Matematicamente, este vetor dos incrementos de massa Arm”* pode ser encon-

trado se minimizarmos, na k-ésima iteracao, a funcao

H(Am*) = ||g° — A" — AAm"|? | (3.25)

com respeito ao vetor Am”. Derivando a equacao com respeito & Am” e
igualando o resultado encontrado ao vetor nulo, encontramos, na k-ésima iteragao,

a estimativa do vetor dos incrementos de massa

: (3.26)

que representa as estimativas das corregoes na distribuicao de massas sobre a camada
equivalente. Depois de estimar esse vetor de corregoes (equagcao [3.26)), atualizamos

o valor da nossa distribuicao de massas através da seguinte expressao:

mt = mf 4+ Am" (3.27)

O nosso processo iterativo converge quando a distribuicao de massas estimada
(equagao e a fungao de ajuste aos dados observados (equacao se tornam
invariantes ao longo de sucessivas iteracoes. Enquanto nao encontra-se a distribuigao
final de massas, o dado predito calculado é removido dos dados observados g° e
produz-se um novo vetor de residuos (equagéo que sera usado para calcular uma
nova estimativa do vetor dos incrementos de massa (equagao [3.26]). Este processo
iterativo é efetivo porque, na pratica, impusemos uma correlacao positiva entre
os dados e os parametros a serem estimados. Assim, quanto maior for o vetor
de residuos, maior serao os parametros de correcao e, consequentemente, os dados

estimados na proxima iteragao produzirao um melhor ajuste aos dados observados.
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Por fim, todos dados transformados sao obtidos a partir da matriz de trans-
formagao, j4 mencionada anteriormente, sao calculadas através da seguinte ex-

pressao:

t' =T 1, (3.28)

em que t' é um vetor L-dimensional dos dados calculados a partir do vetor das
massas estimadas m e da matriz de transformacao T, que é uma matriz de ordem
Lx N, cujos elementos sao fungoes de Green do dado gravitacional transformado. Os
elementos dessa matriz de transformacao sao dados pela equagao 2.78] para o caso
da interpolacao, pelas equagoes e para as continuacoes para cima e para
baixo, respectivamente, pelas equagcoes e para o calculo das componentes
horizontais g, e g,, respectivamente, e pelas equacoes para o calculo de
todas as componentes do tensor gradiométrico (equagao .

3.1 Custo computacional da camada equivalente

otimizada

O numero de operagoes com pontos flutuantes (flops) que sdo necessarias para es-
timarmos o vetor dos parametros desconhecidos da camada equivalente otimizada
em N% iteracoes é dado pela equacao a seguir. Note que as operacoes mateméticas

envolvidas nesta estimativa sao dadas pelas equacoes [3.24], [3.26] e [3.27], e o ntimero

de flops envolvidos em cada uma dessas operacoes pode ser obtido em Boyd & Van-
denberghe, (2004).

f=N" (3N +2N?), (3.29)

em que N é o nimero de observacoes e, portanto, o numero de fontes equivalentes.
A Figura mostra um grafico comparando o desempenho computacional da nossa
técnica e da técnica classica da camada equivalente. A linha sélida do grafico refere-
se a técnica classica e todas as outras referem-se a nossa técnica. Neste caso, con-
sideramos que o numero de fontes equivalente ¢é igual ao ntimero N de observagoes.
Calculamos também o numero de operagoes que a nossa técnica utiliza para dife-
rentes niumeros de iteragoes (equacao . Nota-se que, para um numero pequeno
de observagoes (menor que 200), a camada equivalente cldssica é uma opgdo me-
lhor que a nossa técnica. Entretanto, para um nimero de observagoes maior que

200 (Figure ), a nossa técnica apresenta um desempenho computacional muito
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melhor, mesmo usando um grande nimero de iteragoes (e.g., maior que 90) para

encontrarmos a estimativa final para a distribuicao das massas sobre a camada.
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Figura 3.2: Gréafico com o niimero de observacoes N versus o numero de operagoes
com pontos flutuantes que sao necessarias com a técnica classica da camada equiva-
lente e a nossa técnica. A linha sélida em preto indica o nimero de operagoes com a
técnica cldssica. As outras curvas (que apresentam detalhes com formas geométricas)
mostram o numero de flops necessarios com a técnica classica utilizando diferentes
nimeros de iteragoes (10-110) e com diferente nimero de observagoes (a) 10 a 500
e (b) 500 a 90.000. O nimero de flops necessarios para estimar a distribuicdo de
massas sobre a camada equivalente utilizando a técnica classica é obtido a partir da
equacao [2.103] e o nimero de flops necessarios com a camada equivalente otimizada

¢ dado pela equagao [3.29
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3.2 Procedimentos computacionais

Escolha de z; e As

A Figura mostra duas variaveis que utilizamos em nosso processo iterativo: a
profundidade constante da camada equivalente (zp) e o i-ésimo elemento de area
As; que esta relacionado com a i-ésima coordenada de observacao e que compoe o
vetor de dreas As (equagdes e .

As aplicagoes da nossa técnica mostram que a camada equivalente pode ser colo-
cada a uma profundidade constante zg variando entre 300 m e 700 m abaixo da altura
média dos pontos de observacao. Uma maneira efetiva de checar se a profundidade
foi escolhida corretamente consiste em verificar se a distribuicao final de massas so-
bre a camada equivalente produz um dado predito que ajuste o dado observado. Se
o ajuste nao for adequado, a profundidade da camada deve ser alterada.

Nosso método também necessita da definicao de uma area média entre os pontos
de observacao. Portanto, o i-ésimo dado gravitacional esta associado com a i-ésima
area (As; na Figura que compde o vetor de dreas As (equagoes e . Na
pratica, a area média entre os pontos de observacao pode ser calculada dividindo-se
a area completa de uma determinada regiao de observagoes (em m?) pelo nimero
de pontos de observacao que existam dentro dessa regiao. Se tivermos apenas uma
regiao, todos os elementos do vetor de areas As receberao um unico valor. Se a
malha de observacoes for dividida em mais de uma regiao, os elementos do vetor
de areas As serao distintos de acordo com a divisao que se faga. Por exemplo,
vamos considerar que para um dado aerolevantamento a malha de observacoes foi
dividida em duas regioes I e II devido as distintas densidades de pontos de observacgao
presentes em cada uma dessas regioes. Logo, a area média para cada uma dessas
regioes terd um valor (em m?) distinto. Se a i-ésima observagao gravitacional estiver
na regiao I, o i-ésimo elemento do vetor de dreas As ¢é igual a divisao da area total
da regiao 1 dividida pelo nimero de pontos de observagao presentes nessa regiao.
Por outro lado, se a i-ésima observacao gravitacional estiver dentro da regiao II, o
1-ésimo elemento do vetor de areas As serd igual a divisao da area total da regiao

IT pelo niimero total de pontos de observagao presentes na regiao II.

3.3 Analise de estabilidade e analise de con-
vergéencia

Avaliamos numericamente a estabilidade da solucao obtida com o nosso método
iterativo para a camada equivalente. Vamos assumir um dado gravitacional sem

ruido g,, que produz uma distribuicao de massas estimadas m sobre a camada
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equivalente. Considere também um dado contaminado com ruido g,’ que produz
uma distribuicao de massas estimadas m’ sobre a camada equivalente. Utilizando o
dado gravitacional sem ruido g,, estimamos a distribuicao de massas sobre a camada
equivalente de trés maneiras diferentes: a) utilizando o nosso método iterativo, b)
utilizando o estimador de Tikhonov de ordem zero (equagao e ¢) utilizando
estimador do método dos minimos quadrados (equagao com p = 0).
Contaminamos os dados com uma quantidade () de diferentes ruidos pseudo-
aleatorios e, para cada sequéncia, estimamos trés diferentes distribuicoes de massas
m’ sobre a camada equivalente utilizando as seguintes técnicas: a) o nosso método
iterativo, b) o estimador de Tikhonov de ordem zero (equagao e ¢) o estimador
do método dos minimos quadrados (equagao com i = 0). Entao calculamos,

para cada dado contaminado com ruido, as seguintes quatidades:

s = L= mlle o (3.30)
| m [
(§]
/ JE—
S = w, k=1,...0, (3.31)
| g2 [I2

em que mj é a k-ésima distribuicdo de massas obtidas usando o k-ésimo dado con-
taminado com ruido g,;. Por fim, aplicamos um método classico de ajuste linear
para encontrar o coeficiente angular da reta que representa o niimero de condigao
r da matriz de sensibilidade A (equacao , de acordo com a inequagao (Aster
et al., 2005 Strang, [1988)):

dmp < K gy, E=1,..0Q. (3.32)

Para a camada equivalente classica com o regularizador de Tikhonov de ordem
zero (equagao e pelo método dos minimos quadrados, a constante x representa
o niimero de condicdo das matrizes (AT A + uI) e AT A, respectivamente.

Para um conjunto de @) distribuicoes de massas estimadas utilizando o método
dos minimos quadrados, o nimero de condi¢ao x estimado para este método devera
ser maior do que o estimado utilizando a regularizagao de Tikhonov de ordem zero.
Além disso, para um conjunto de @) distribui¢oes de massas estimadas utilizando o
nosso processo iterativo, esperamos que o nimero de condicao x estimado para o
nosso método seja proximo do estimado utilizando a regularizacao de Tikhonov de
ordem zero. Se isto ocorrer, provara que o nosso método produz solucoes estaveis.

Para analisar a convergéncia do mnosso processo iterativo, utilizamos duas
variaveis. Uma delas estd relacionada com a variacao relativa nos parametros e

a outra esta relacionada com o residuo, que é a diferenca entre o dado observado e

41



os dados preditos a cada iteracao. As expressoes utilizadas sao mostradas abaixo:

N
> (Amg - Am)

Variagao relativa dos parametros = iZON , (3.33)
> (mf - mj)
=0
N
> (rfert)

Variagao relativa dos residuos = =

(3.34)

k

em que N é o numero de observacoes, m; é a massa estimada na k-ésima iteragao

e localizada abaixo da i-ésima coordenada de observacao, Amf é o incremento de
massa estimado na k-ésima iteracao e referente a i-ésima fonte equivalente, r¥ é
0 i-ésimo residuo calculado na k-ésima iteracao através da diferenca entre o dado
observado na i-ésima coordenada de observacao e o dado predito nesta posicao. Com
essas duas grandezas, avaliamos a convergéncia relativa aos parametros e aos dados
no nosso processo iterativo. As andlises de convergéncia serao apresentadas em cada

um dos testes sintéticos e nos dados reais analisados.

42



Capitulo 4
Resultados - Dados sintéticos

Apresentamos os resultados de quatro testes sintéticos com objetivos distintos. No
primeiro, criamos um modelo de corpos que produzem uma anomalia simples, si-
mulando um dado real de um aerolevantamento onde temos um grande nimero de
observagoes. No segundo teste sintético, simulou-se um modelo com diversas fontes
que produzem um sinal interferente entre si. Tanto no primeiro quanto no segundo
testes utilizamos a mesma malha de observacoes. Esta malha apresenta observacoes
regularmente espacadas mas com concentragoes diferentes do niimero de observagoes.
No terceiro teste sintético, acrescentamos um valor constante aos dados observados
do segundo teste sintético, simulando um erro sistematico aditivo. No quarto teste
sintético comparamos os ajustes obtidos entre o nosso método e o método classico
da camada equivalente utilizando um mesmo modelo sintético. Por fim, avaliamos

a estabilidade do nosso método utilizando o nimero de condigao (equagao [3.32)).

4.1 Primeiro teste sintético

Criamos um modelo de corpos sintéticos que produzem uma componente vertical g,
da atragao gravitacional inspirada em um dado real de um aerolevantamento que
apresentaremos no capitulo 5. Na Figura {4.1| apresentamos a projecao horizontal
das bordas dos corpos geolégicos simulados e os pontos de observagao em superficie
dos dados gravimétricos (em azul). Simulamos uma superficie de observa¢do com
z = —100 m, lembrando que z é positivo para o interior da Terra. Para esse
teste utilizamos 20800 observagoes distribuidas numa malha regular. Na regiao I da
Figura temos 6400 pontos de observacao com 40 linhas de medidas no eixo y
(leste-oeste), com um espagamento entre as linhas de 150 m, e 160 linhas no eixo
x (norte-sul), com um espagamento de 100 m. Na regiao II temos 14400 pontos de
observacao com 40 linhas de medidas no eixo y (leste-oeste), com um espacamento
entre as linhas de 150 m, e 360 linhas no eixo vertical, com um espagamento de 44, 4

m entre as linhas.
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No total, foram simulados quatro corpos geologicos com contrastes de densidade
iguais a —1 g/cm3. As coordenadas espaciais dos corpos simulados encontram-se na
Tabela [4.1] Os dados produzidos por esse modelo foram contaminados com rufdo
sintético Gaussiano de média zero e desvio padrao de 0,09 mGal. A Figura 4.2
mostra a anomalia produzida pelos corpos e as bordas desses corpos projetadas
no plano horizontal da anomalia. A Figura [4.3}a apresenta a distribuigao inicial de
massas m° (equagao . Consideramos a camada equivalente a uma profundidade
de 400 m. Como a malha dos dados (Figura possui diferentes densidades de
distribuicao de observacoes, foram utilizadas duas areas para formar o vetor de areas
As que é utilizado nas equacoes e[3.21] A composi¢ao dos elementos do vetor
As depende da posicao do dado observado em relacao as areas I e II, mostradas na
Figura[d.1 Se o i-ésimo ponto de observagao estiver no interior da regiao I, o i-ésimo
elemento do vetor As serd igual a 15481, 37 m?2. Por outro lado, se o i-ésimo ponto
de observacao estiver no interior da regiao II, o i-ésimo elemento do vetor As sera
igual a 6845,22 m?. A distribuicao de massas estimadas apés 30 iteracoes do nosso
método é mostrada na Figura [£.3}b. A convergéncia do nosso método ao longo das
iteragoes é apresentada na Figura 4.4l Na Figura [4.4}a utilizamos a equagao [3.33
para gerar as abscissas do grafico. Note que a partir da décima iteracao nao ha

variacao das funcgoes.
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Figura 4.1: Pontos de observagao (em azul) e a localizagao no plano x-y das bordas

dos corpos geoldgicos simulados.

Tabela 4.1: Coordenadas cartesianas com as posicoes dos corpos geoldgicos simula-

dos no primeiro teste sintético e os seus respectivos contrastes de densidade.

Posigao dos corpos geologicos Contraste de densidade (g/cm?)
(Tmin, Tmaz) | Ymins Ymaz) | Zmin, Zmaz)
(2000, 8000) | (2000, 6000) | (800, 1000) -1,0
(7000, 8000) | (6000, 8000) | (800, 1000) -1,0
(8000, 11000) | (5000, 8000) | (800, 1000) -1,0
(4000, 6000) | (4000, 5000) | (300, 500) -1,0
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Dado Observado

Coordenada horizontal x (km)
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Figura 4.2: Componente vertical da atragao gravitacional contaminada com ruido
que foi produzida pelos corpos em subsuperficie cujas projegoes de suas bordas no
plano x-y sao mostradas pelos retangulos pretos. Os pontos de observacao e as

projecoes em superficie dos corpos simulados sao mostrados na Figura [4.1
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Figura 4.3: (a) Valores iniciais para a distribuigdo de massas sobre a camada equi-

valente. (b) Estimativa da distribuigao das massas apds o processo iterativo.
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Figura 4.4: Convergéncia do processo iterativo. Decaimento (a) da varia¢do nos
parametros (equacao [3.33) e (b) da variagdo nos dados (equagao [3.34)).

Os dados preditos pelas distribui¢oes de massas inicial e final sao apresentados
nas Figuras [{.5}a e [£.5}b, respectivamente. Na Figura [4.6la encontram-se as curvas
de isovalores para o dado observado (em vermelho) e o dado ajustado (em preto)
a partir da distribui¢ao final de massas (Figura b). A Figura b mostra o
residuo, que ¢é a diferenca entre o dado ajustado da componente vertical da atragao
gravitacional e o seu valor verdadeiro. O histograma desses residuos é mostrado na

Figura [4.6tc. Este histograma dos residuos assemelha-se a uma distribui¢ao Gaussi-
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ana com média zero e desvio padrao igual a 0,089 mGal. Estes valores para a média
e para o desvio padrao estao muito proximos dos valores que foram usados para ge-
rar a sequencia de ruidos pseudo-aleatérios com uma distribuicao Gaussiana. Dessa
forma, o ajuste feito pela camada equivalente otimizada possibilitou a filtragem dos
dados ajustados. Os residuos (Figura b) apresentam valores muito proximos de
zero em toda a malha e, dessa forma, considera-se o ajuste aos dados observados
muito bom e podemos utilizar a distribui¢do de massas estimada 1 (Figura [4.3}b)

para o cdlculo dos dados transformados, que apresentamos a seguir.
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Figura 4.5: Componentes verticais g, da atragdo gravitacional preditas (a) pela

distribuigao inicial de massas e (b) pela estimativa final da distribuicao de massas

(Figura [4.3}b).
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Figura 4.6: (a) Curvas de isovalores, em mGal, dos dados observado (em vermelho)
e ajustado (em preto), sendo este ultimo predito pela camada equivalente otimi-
zada. (b) Residuo, que é a diferenga entre o dado verdadeiro, proveniente do mo-

delo sintético, e o dado predito. (c) Histograma do residuo. No detalhe de cada



Componentes horizontais

Com as equagoes e calculamos o dado transformado para as componentes
gz € gy do campo gravitacional, respectivamente. O vetor de parametros dessas
equagoes € a distribuicao de massas m que estimamos com o nosso método (Figura
b). Apresentamos na Figura a as curvas de isovalores com o valor verdadeiro
da componente g, (em vermelho), proveniente do modelo sintético, e o valor pre-
dito (em preto). Na Figura [1.7}b temos o residuo, que é a diferenca entre o dado
verdadeiro e o dado predito e a Figura [f.7}¢c mostra o histograma desse residuo.
O histograma apresenta caracteristicas de uma distribuicao Gaussiana com média
0,004 mGal e desvio padrao 0,038 mGal.

A Figura [£.8a apresenta, em vermelho, os valores verdadeiros para a compo-
nente g, e, em preto, os valores preditos. Na Figura b temos o residuos, que é
a diferenca entre o dado verdadeiro e o dado predito e na Figura [4.8¢ temos o his-
tograma desses resfduos. A Figura[4.8}c apresenta uma distribui¢ao Gaussiana com
média 0,003 mGal e desvio padrao de 0,041 mGal. Em ambos os histogramas dos
residuos das componentes horizontais dos dados gravitacionais (Figuras c e
c) fica evidente o bom ajuste feito pelas componentes horizontais preditas (curvas
em preto das Figuras a e a) aos valores verdadeiros.
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Figura 4.8: (a) Curvas de isovalores, em mGal, com os dados verdadeiros (em verme-
lho) e os dados preditos (em preto) para a componente g, do campo de gravidade.
Esta componente foi calculada usando a massa estimada m (Figura [£.3}b). (b)
Residuo, que ¢ a diferencga entre o dado verdadeiro, proveniente do modelo sintético,
e o dado predito. (c) Histograma do residuo. No detalhe de cada histograma temos

a média p e o desvio padrao o.
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Interpolacao

Utilizando as equagoes e [2.78 calculamos os dados interpolados para a com-
ponente vertical g,. Interpolamos o dado, que originalmente estava distribuido em
uma malha com diferentes densidades de observagoes (Figura , em uma malha
totalmente regular. A malha regular é mostrada na Figura e este grid inter-
polado utiliza a mesma coordenada vertical original: z = —100 m. A malha que
usaremos para computar o dado interpolado contém 100 linhas no eixo x (norte-
sul), com espagamento de 168 m entre elas, e 70 linhas no eixo y (leste-oeste), com
espacamento entre as linhas de 163, 3 m, totalizando 7000 pontos.

Na Figura temos o resultado dessa interpolagao. Na Figura [4.10}a temos,
em vermelho, os valores verdadeiros das observacoes, produzidas a partir do modelo
sintético, e em preto o dado interpolado usando a matriz de transformacao (equagao
. A Figura b mostra a diferenca entre o dado verdadeiro e o interpolado.
Em [4.10}c é apresentado o histograma desses residuos com média de —0,001 mGal e
desvio padrao de 0,019 mGal. O dado interpolado ajustou perfeitamente os valores
produzidos pelo modelo sintético, mostrando que a camada equivalente otimizada
apresenta um bom desempenho na interpolagao da componente vertical g, do campo

gravitacional.

Coordenada horizontal x (km)

0 2 4 6 8 10 12
Coordenada horizontal y (km)

Figura 4.9: Pontos da malha interpolada (em azul). Sao 100 linhas no eixo = e 70

linhas no eixo y, totalizando 7000 pontos.
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Figura 4.10: (a) Curvas de isovalores, em mGal, com os dados verdadeiros (em
vermelho) e os dados preditos (em preto) para a interpolagdo com a malha regular,
mostrada na Figura (b) Residuo, que é a diferenca entre o dado verdadeiro,
produzido pelo modelo sintético, e o dado interpolado com a matriz de transformacao
dada pela equacao[2.78] (c) Histograma dos residuos. No detalhe de cada histograma

temos a média p e o desvio padrao o.
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Continuacao para baixo e para cima

Um caso particular de uma interpolacao sao as continuagoes para baixo e para
cima. Utilizamos as mesmas coordenadas horizontais (Figura a) do dado origi-
nal e variamos a coordenanda vertical para um nivel acima do medido originalmente
(continuagdo para cima) e abaixo das medidas originais (continuac¢do para baixo).
Especificamente, a continuacao para baixo foi feita somando a cada ponto de ob-
servagao um valor constante de 100 m na coordenada z do dado original (Figura
b). Na continuacao para cima, subtraimos um valor constante de 500 m a cada
uma das coordenadas verticais z dos pontos de observacao.

Os resultados das continuagoes para cima e para baixo sao mostrados nas Figuras
e [4.12] respectivamente. Na Figura [f.11}a temos, em vermelho, as curvas de
isovalores do dado verdadeiro da componente g, medida num nivel 500 m acima
do original e, em preto, temos a curva de isovalores do valor predito utilizando o
vetor das massas estimadas th (Figura[4.3}b) e a matriz de transformacao (equagao
. A Figura b mostra o residuo, que ¢é a diferenca entre o dado verdadeiro
e o predito e na Figura [f.11}c temos o histograma desses residuos. A média do
histograma é de —0,003 mGal e o desvio padrao foi igual a 0,005 mGal.

A Figura [£.12}a mostra a continuagao para baixo. Essa continuagdo apresenta
um comportamento mais instavel pois ha uma amplificacao do ruido. Em a
temos, em vermelho, os valores verdadeiros para o dado original continuado 100
m abaixo do nivel original e em preto temos o valor predito. O residuo, que é
a diferenga entre o valor verdadeiro e o calculado é apresentado em [.12}b. O
histograma desse residuo (Figura ¢) tem média igual a 0,001 mGal e desvio
padrao de 0,030 mGal. Tanto na continuacao para baixo quanto na continuagao
para cima obtivemos bons ajustes calculados a partir da distribuicao de massas que

estimamos com o nosso método.
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Figura 4.11: (a) Curvas de isovalores, em mGal, com os dados verdadeiros (vermelho)
e os dados preditos (preto) para o caso de uma continuagao para cima. (b) Residuo,
que é a diferenca entre o dado verdadeiro, produzido pelo modelo sintético, e o dado
continuado para cima calculado com a matriz de transformacao, cujos elementos
sdo dados pela equagao [2.79] e a distribuicdo de massas estimada m (Figura b).
(c) Histograma dos residuos. No detalhe de cada histograma temos a média p e o

desvio padrao o. 58
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Figura 4.12: (a) Curvas de isovalores, em mGal, com os dados verdadeiros (vermelho)
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que é a diferenca entre o dado verdadeiro, produzido pelo modelo sintético, e o dado
continuado para baixo calculado com a matriz de transformacao, cujos elementos
sdo dados pela equagao [2.80], e a distribuicao de massas estimada m (Figura b).
(c) Histograma dos residuos. No detalhe de cada histograma temos a média p e o
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Calculo das derivadas das componentes

A partir do vetor de massas estimado (Figura [£.3}b), calculamos todas as compo-
nentes do tensor gradiométrico (equacao . Utilizamos também para este calculo
a matriz de transformacao especifica para cada uma dessas componentes (equagoes
. Com o produto dessa matriz de transformacao pelo vetor da distribuicao
de massas estimada sobre a camada equivalente é possivel o calculo de cada uma
dessas derivadas (equagoes [2.86H2.91)).

A Figura mostra todas as componentes verdadeiros do tensor gradiométrico
sem ruido produzidas pelo nosso modelo sintético. Os valores estimados pela camada
equivalente otimizada dessas seis componentes estao na Figura[4.14] Os residuos en-
tre os valores verdadeiros, produzidos pelo modelo sintético, e os valores calculados
das seis componentes estdo na Figura [4.15 A Figura representa o histograma
de cada um desses seis residuos. Todos os histogramas apresentam médias muito
préoximas de zero e valores aceitaveis para o desvio padrao, mostrando que a dis-
tribuicao de massas estimada e filtrada pela nossa técnica conseguiu calcular com

sucesso todas as seis componentes do tensor gradiométrico.
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Figura 4.15: Residuo entres as seis componentes do tensor gradiométrico. Estes

residuos foram obtidos a partir da diferenga entre o dado produzido pelo modelo

sintético e o dado predito com a camada equivalente otimizada para as seis compo-

nentes do tensor gradiométrico.
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Figura 4.16: Histogramas dos residuos das seis componentes do tensor gradiométrico.

No detalhe de cada histograma temos a média p e o desvio padrao o.

4.2 Segundo teste sintético

No segundo teste sintético, utilizamos um modelo mais complexo de corpos
geoldgicos. No total, foram simulados 18 corpos tridimensionais em subsuperficie
localizados a profundidades que variavam de 200 m a 1200 m, e com constrastes de
densidade variando entre —0,5 e 0,5 g/cm3. As coordenadas geogréficas dos corpos
e os seus respectivos valores de contrastes de densidade encontram-se na tabela [4.2|

Essa quantidade de fontes possibilitou a criacao de anomalias fortemente interferen-
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tes. A Figura mostra os 20800 pontos de observagao (em azul) e a projecao ho-
rizontal dos 18 corpos geolégicos simulados (retangulos pretos). Simulamos também
uma altura de voo de 100 m, ou seja, a coordenada vertical das observagoes foi
z = —100 m (z é positivo para o interior da Terra). O espagamento entre as linhas
no eixo y (leste-oeste) é de 150 m. No eixo z (norte-sul), o espagamento é entre as
linhas simuladas é de 100 m para a regiao I da Figura|4.17|e de 44,4 m para a regiao
IL.

A componente analisada neste teste foi a componente vertical do campo de gra-
vidade g,. O dado observado e as projecoes dos corpos em relacao as anomalias
produzidas é mostrado na Figura [4.18] Esse dado foi contaminado com um ruido
Gaussiano de média zero e desvio padrao de 0,065 mGal. Na Figura[f.19%}a apresen-
tamos a distribui¢ao inicial de massas m® (equagao , considerando a camada
equivalente a uma profundidade de 400 m. Neste teste, também dividimos a malha
de dados analisada em duas regides distintas (I e II), como pode ser visto na Fi-
gura[f.I7Fa. O vetor As é formado de acordo com a posigao do dado observado em
relacao as areas I e II, mostradas na Figura Se o i-ésimo ponto de observagao
estiver no interior da regiao I, o i-ésimo elemento do vetor As serd igual a 15481, 37
m?. Por outro lado, se o i-ésimo ponto de observacao estiver no interior da regiao II,
0 i-ésimo elemento do vetor As serd igual a 6845, 22 m?. A Figura b apresenta
a distribuicao de massas que estimamos apos 30 iteragoes. A convergéncia do nosso
método ao longo das iteragoes neste teste é apresentada na Figura[4.20] Note que a

partir da décima iteragao nao ha variacao das fungoes.
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dos corpos geoldgicos simulados.
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Tabela 4.2: Coordenadas cartesianas com as posi¢oes dos corpos geoldgicos simula-

dos no segundo teste sintético e os seus respectivos contrastes de densidade.

Posicao dos corpos geologicos

(xmina xmam)

(ymina ym(zm>

(Zmin ) Zma:p)

Contraste de densidade (g/cm?)

(13300, 13800) | (1500, 6000) | (400, 900) 0,45
(3900, 4950) | (1400, 1800) | (200, 1000) 0,25
(5050, 5800) | (1700, 2200) | (200, 1000) 0,25
(5900, 6700) | (2300, 2700) | (200, 1000) 0,25
(6800, 7500) | (3000, 3500) | (200, 1000) 0,25
(7600, 8200) | (3800, 4200) | (200, 1000) -0,25
(8300, 8800) | (4500, 4900) | (200, 1000) 0,25
(7000, 7500) | (4600, 4800) | (300, 900) 0,5
(6200, 6700) | (5000, 5400) | (300, 900) 0,5
(5300, 5800) | (5600, 6000) | (300, 900) 0,5
(4400, 4900) | (6200, 6600) | (300, 900) 0,5
(3600, 4000) | (6800, 7200) | (300, 900) 0,5
(2700, 3200) | (7400, 7800) | (300, 900) 0,5

(13000, 14000) | (8500, 9700) | (200, 1200) 0,45
(8000, 8600) | (8000, 8600) | (300, 1200) 0,5
(7000, 7600) | (8600, 9200) | (300, 1200) 0,5
(6000, 6600) | (9200, 9800) | (300, 1200) 0,5

(10500, 11500) | (5500, 7500) | (200, 1200) 0,5
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Figura 4.18: Componente vertical da atragao gravitacional contaminada com ruido
que foi produzida pelos corpos em subsuperficie cujas projegoes de suas bordas no
plano x-y sao mostradas pelos retangulos pretos. Os pontos de observacao e as

projegoes desses corpos em superficie sio mostrados na Figura [4.17]
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Figura 4.19: (a) Valores iniciais para a distribuicdo de massas sobre a camada

equivalente e (b) estimativa da distribuicao das massas apés o processo iterativo.
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Figura 4.20: Convergéncia do processo iterativo. Decaimento (a) da variagao nos
parametros (equagao |3.33) e (b) da variacao nos dados (equagao [3.34)).

As Figuras [4.2T}a e [£.21}b apresentam os dados preditos para as distribuigoes
de massas inicial e final, respectivamente. Com esta distribuicao de massas final
filtrada calculamos o dado predito e comparamos aos dados observados. A Figura
[1.22}a mostra as curvas de isovalores para os dados observado (em vermelho) e
predito (em preto). Em [£.22}b temos o residuo entre o dado observado e o dado
predito. Na Figura [£.22}¢ mostramos o histograma desse residuo, que possui uma

média igual a zero e um desvio padrao igual a 0,063 mGal. Novamente, encontramos
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um ajuste muito bom aos dados observados e notamos que os residuos possuem as
caracetristicas estatisticas do ruido sintético que acrescentamos aos dados simulados.
Isso mostra que o ajuste feito aos dados observados pela nossa técnica consegue
filtrar o rufdo presente no dado. Com a distribui¢ao de massas m (Figura [1.19}b)

calculamos os dados transformados que sao apresentados a seguir.

(a) 3.75
16
14 3.00
€
< 12 12.25
X
810
C
§ H1.50 =
2 ® 2
©
o 6 40.75
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Figura 4.21: Componentes verticais ¢, da atragao gravitacional preditas (a) pela dis-

tribuicdo inicial de massas (Figura a) e (b) pela estimativa final da distribuicao

de massas (Figura 4.19}b).
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Figura 4.22: (a) Curvas de isovalores, em mGal, dos dados observado (em vermelho)
e ajustado (em preto), sendo o ultimo predito pela camada equivalente otimizada.
(b) Residuo, que ¢é a diferenca entre o dado verdadeiro, proveniente do modelo
sintético, e o dado predito. (c) Histograma do residuo. No detalhe de cada histo-
grama temos a média p e o desvio padrao o.
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Componentes horizontais

Utilizamos as equacoes e para calcular as componentes horizontais g, e g,
do campo gravitacional, respectivamente. As componentes g, e g, sao mostradas nas
Figuras e [4.24] respectivamente. Em [4.23}a temos as curvas de isovalores com
os valores verdadeiro (em vermelho) e calculado (em preto) para a componente g,. A
Figura[£.23}b mostra o residuo, que é a diferenga entre o valor verdadeiro, produzido
pelo modelo sintético, e o valor predito. Na Figura[4.23}¢ temos o histograma desse
residuo. A média do histograma foi de 0,003 mGal e o desvio padrao 0,036 mGal.

A Figura [£.24la apresenta as curvas de isovalores dos valores verdadeiros da
componente g, (em vermelho) e os valores preditos (em preto). Nas Figuras [£.24}b
e[4.24kc temos o residuo, que é a diferenga entre o valor verdadeiro e o valor predito
da componente g, e o histograma desse residuo, respectivamente. O histograma
possui média igual a zero e um desvio padrao de 0,031 mGal. As componentes
calculadas a partir do vetor de massas 1 (Figura [£.19}b) se aproximou muito dos

valores verdadeiros que o modelo sintético previa.
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Figura 4.23: (a) Curvas de isovalores, em mGal, com os dados verdadeiros (em
vermelho) e os dados preditos (em preto) para a componente g, do campo de gravi-
dade. Esta componente foi calculada usando a massa estimada 1 (Figura[4.19}b) e
a equacao m (b) Residuo, que é a diferenga entre o dado verdadeiro, proveniente
do modelo sintético, e o dado predito. (c) Histograma do residuo. No detalhe de

cada histograma temos a média p e o desvio padrao o.
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Figura 4.24: (a) Curvas de isovalores, em mGal, com os dados verdadeiros (em
vermelho) e os dados preditos (em preto) para a componente g, do campo de gravi-
dade. Esta componente foi calculada usando a massa estimada 1 (Figura[4.19}b) e
a equacao m (b) Residuo, que é a diferenga entre o dado verdadeiro, proveniente
do modelo sintético, e o dado predito. (c) Histograma do residuo. No detalhe de

cada histograma temos a média p e o desvio padrao o.
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Interpolacao

Com o auxilio das equagoes[2.77e[2.7§ calculamos o dado interpolado da componente
vertical g, para este segundo teste sintético. Interpolamos o dado, que originalmente
estava distribuido em uma malha com diferentes densidades de observagoes (Figura
, em uma malha totalmente regular e com a mesma coordenada vertical ori-
ginal: z = —100 m. A malha regular é mostrada na Figura [£.9) A malha que
usaremos para computar o dado interpolado contém 100 linhas no eixo x (norte-
sul), com espagamento de 168 m entre elas, e 70 linhas no eixo y (leste-oeste), com
espagamento entre as linhas de 163,3 m, totalizando 7000 pontos. A Figura
mostra os resultados dessa interpolacao. Em [.25la temos em vermelho os valores
verdadeiros, provenientes do modelo sintético, para o dado interpolado e, em preto,
o dado interpolado. A Figura [£.25}b mostra o residuo, que é a diferenga entre o
valor verdadeiro e o interpolado e a Figura [£.25}¢ representa o histograma desse
residuo. O histograma apresenta uma forma de distribuicao Gaussiana com média
zero e desvio padrao de 0,016 mGal. Através dos baixos valores encontrados nos
residuos e o ajuste que o dado interpolado teve ao dado verdadeiro, pode-se dizer
que a distribuicao de massas encontradas pela nossa técnica também produz um

dado interpolado com bastante qualidade.
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Figura 4.25: (a) Curvas de isovalores, em mGal, com os dados verdadeiros (em
vermelho) e os dados preditos (em preto) para a interpolagdo com a malha regular,
mostrada na Figura (b) Residuo, que ¢ a diferenca entre o dado verdadeiro,
produzido pelo modelo sintético, e o dado interpolado com a matriz de transformagao
dada pela equagao2.78| (c¢) Histograma dos residuos. No detalhe de cada histograma

temos a média p e o desvio padrao o.
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Continuacao para baixo e para cima

Nas Figuras e apresentamos os resultados para a continuacado para cima
e para baixo, respectivamente. Na continuagao para cima, calculamos o dado num
nivel 500 m acima do medido originalmente (Figura [£.17}b). Na continuagao para
baixo, calculamos o dado num nivel 100 m inferior ao nivel original. A Figura
a mostra as curvas de isovalores com os valores verdadeiros da continuacao para
cima (em vermelho), fornecidos pelo modelo sintético, e os valores calculados (em
preto). Estes valores calculados sdo obtidos a partir do produto entre a matriz de
transformacao continuada para cima, cujos elementos sao dados pela equacao
e o vetor das massas estimadas m (Figura [{.19}b). Em [4.26}b temos a diferenca
entre os dados verdadeiro e o predito para a continuagao para cima e, em [4.26
¢, apresentamos o histograma dessa diferenca. O histograma assemelha-se a uma
distribuicao Gaussiana com média zero e um desvio padrao de 0,003 mGal.

A Figura[4.27}a apresenta em vermelho os valores verdadeiros para o dado conti-
nuado para baixo e, em preto, os valores preditos via camada equivalente otimizada
(equagao . Nas Figuras b e c temos o residuo e o histograma desse
residuo, respectivamente. A média desse histograma foi zero e o desvio padrao foi de
0,027 mGal. Os residuos apresentam valores baixos em sua maioria, tanto na conti-
nuacao para cima quanto na continuagao para baixo, demostrando um bom ajuste
aos valores previstos pelo modelo sintético. Na continuagao para baixo nota-se uma
cardter mais ruidoso na regido préxima as anomalias da Figura[£.27}b. Isso acontece
porque, na continuacao para baixo, estamos nos aproximando dos corpos que pro-
duzem a anomalia e, por consequéncia, intensificamos também os ruidos presentes

nos dados.
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Figura 4.26: (a) Curvas de isovalores, em mGal, com os dados verdadeiros (vermelho)
e os dados preditos (preto) para o caso de uma continuagao para cima. (b) Residuo,
que é a diferenca entre o dado verdadeiro, produzido pelo modelo sintético, e o dado
continuado para cima calculado com a matriz de transformacao, cujos elementos sao
dados pela equacao e a distribuicdo de massas estimada m (Figura b).
(c) Histograma dos residuos. No detalhe de cada histograma temos a média p e o

desvio padrao o. 79
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Figura 4.27: (a) Curvas de isovalores, em mGal, com os dados verdadeiros (vermelho)
e os dados preditos (preto) para o caso de uma continuagao para baixo. (b) Residuo,
que é a diferenca entre o dado verdadeiro, produzido pelo modelo sintético, e o dado
continuado para baixo calculado com a matriz de transformacao, cujos elementos
sao dados pela equacao e a distribuigao de massas estimada m (Figura b).
(c) Histograma dos residuos. No detalhe de cada histograma temos a média p e o

desvio padrao o. 80



Calculo das derivadas das componentes

Utilizamos o vetor de massas estimado m (Figura[1.19}b) para calcular todas as seis
componentes do tensor gradiométrico (equagao . Cada componente é calculada
a partir do produto da matriz de transformagao de cada componente (equagoes
pelo vetor de massas m que a nossa técnica estimou.

A Figura mostra os valores verdadeiros para as seis componentes, obti-
dos a partir do modelo sintético. A Figura [4.29) mostra valores calculados. Nas
Figuras e encontram-se os residuos e o histograma desses residuos, res-
pectivamente. Todos os histograma sao similares a uma distribuicao Gaussiana,
com médias proximas de zero e desvio padrao maximo de 0,87 Eotvos. Todos os
histogramas apresentam médias muito proximas de zero e valores aceitaveis para
o desvio padrao, mostrando que a distribuicao de massas estimada e filtrada pela
técnica otimizada da camada equivalente conseguiu calcular com sucesso todas as

seis componentes do tensor gradiométrico.
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Figura 4.28: Seis componentes do tensor gradiométrico sem ruido produzidas a

partir do modelo sintético. Da esquerda para a direita e de cima para baixo temos:
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Figura 4.29: Seis componentes do tensor gradiométrico calculadas a partir da distri-

buigao de massas estimada (Figura b) e da matriz de transformagao para cada

uma dessas componentes (equagao [2.91)). Da esquerda para a direita e de cima para
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Figura 4.30: Residuo entres as seis componentes do tensor gradiométrico. Estes
residuos foram obtidos a partir da diferenca entre o dado produzido pelo modelo
sintético e o dado predito com a camada equivalente otimizada para as seis compo-

nentes do tensor gradiométrico.
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Figura 4.31: Histogramas dos residuos das seis componentes do tensor gradiométrico.

No detalhe de cada histograma temos a média p e o desvio padrao o.

4.3 Terceiro teste sintético

Como terceiro teste sintético, somamos um valor constante de 5 mGal ao vetor de
dados observados da componente vertical (g,) da atragao gravitacional simulada no
segundo teste sintético (Figura . Para cada uma das 20800 observagoes adici-
onamos o valor de 5 mGal. A Figura mostra o dado observado para este teste
sintético. O objetivo desse terceiro teste foi simular um comportamento anomalo
que observamos ao analisar o dado real proveniente de um aerolevantamento, que

apresentaremos no proximo capitulo.
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Figura 4.32: Componente vertical da atragao gravitacional simulada na Figura
acrescida de uma valor constante de 5 mGal. Os retangulos pretos sao as projecoes

das bordas dos corpos geoldgicos no plano x-y.

Mas por que somar uma constante a ¢.? Fizemos isso para simular um possivel
caso em que a componente vertical da atracao gravitacional, proveniente dos dados
do aerolevantamento, foi calculada a partir de uma integracao da componente do
tensor gradiométrico g,, na diregao vertical z. Sabemos que o processo integragao
apresenta uma constante sobressalente que é acrescida ao resultado da integragao. O
presente teste comprova que essa constante interfere no resultado final do calculo das

componentes do tensor gradiométrico via técnica da camada equivalente otimizada.
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A nossa técnica estimou a distribuigdo de massas m (ndo apresentada aqui) que
ajustava o novo dado (Figura sintético observado (ja acrecida a constante).
Apés o ajuste, calculamos as componentes do tensor gradiométrico (equagao .
Esse calculo é feito multiplicando cada matriz de transformagao desse tensor (cujos
elementos sdo dados pelas equagoes [2.9212.97) pelo vetor de massas m, que foi
estimado via camada equivalente otimizada.

A Figura 4.28 mostra os valores verdadeiros dessas componentes, geradas pelo
modelo sintético. A Figura mostra as seis componentes calculadas via camada
equivalente otimizada. A Figura [{.34] apresenta a diferenga entre as componentes
provenientes do modelo sintético e as componentes calculadas pela nossa técnica. Na
Figura[4.35] temos o histograma desses residuos. Note que nesses histogramas apenas
as componentes da diagonal do tensor apresentam uma média diferente de zero.
Além disso, os deslocamentos dessas médias somados dao zero. O desvio padrao para
cada uma das seis componentes sao baixos, representando menos de 10% da variacao
maxima de cada componente. Portanto, se somarmos uma constante ao vetor da
componente vertical que estamos ajustando, as componentes ¢,., gy, € g.. do tensor
gradiométrico sao perturbadas. As componentes cruzadas ¢.,, gy, € ¢.. nao sofrem
pertubagoes. Retirando o valor das médias p das componentes perturbadas de seus
respectivos dados preditos, o ajuste aos dados observados torna-se adequado. Por
exemplo, se subtrairmos a média desviada p presente no histograma da componente
predita g,, (Figura dos valores preditos dessa componente, obtemos um novo

dado predito que se ajusta com precisao ao dado observado para esta componente.

87



,_.
%)
)

16

~ 14

£

T 12 0

BT

1 -16

N

g8 -32

S 6

2 48

[

S 4

S

S , —64
-80

0 2 4 6 8 10 12
Coordenada horizontal y (km)

Coordenada horizontal x (km)

16

14

12

10

©

(=2

IS

® @
| e8*
| .\ |
i 5 |
0 2 4 6 8 10 12
(d)
Cee
| ‘
0 2 4 6 8 10 12

Coordenada horizontal y (km)

24

-16

-24

-12

—24

-36

-48

Coordenada horizontal x (km)

16

14

12

10

16

14

12

10

=
(=2}

—
IS

ju
N

=
(=]

[ed

0

(c)

T
-

i - |

l N |

[ J

i p—

0 2 4 6 8 10 12

(e)

" ) )

1 BN

/-
0 2 4 6 8 10 12
0 2 4 6 8 10 12

Coordenada horizontal y (km)

Eotvos

-20

—40

-60

60

o
Eotvos

Eotvos

-30

Figura 4.33: Seis componentes do tensor gradiométrico calculadas a partir da dis-

tribuicao de massas estimada m (ndo mostrada) via camada equivalente otimizada

e da matriz de transformacao para cada uma dessas componentes (equagao [2.91).
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Figura 4.35: Histogramas dos residuos das seis componentes do tensor gradiométrico.

No detalhe de cada histograma temos a média p e o desvio padrao o.

4.4 Quarto teste sintético

Neste quarto teste sintético objetivamos a comparagao entre o método classico da
camada equivalente e o nosso método otimizado para o ajuste a um dado produ-
zido por um mesmo modelo geofisico. O modelo de corpos utilizado neste teste é o
mesmo do primeiro teste sintético. Logo, a posicao dos corpos em subsuperficie e
suas respectivas densidades podem ser encontrados na tabela [4.1 Por simplicidade,
utilizamos uma malha de observagoes completamente regular com 7000 pontos de

observagao. Essa malha é a mesma que utilizamos anteriormente para as inter-
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polagoes (Figura , contendo 100 linhas no eixo z (norte-sul), com espagamento
de 168 m entre elas, e 70 linhas no eixo y (leste-oeste), com espagamento entre as
linhas de 163,3 m. A superficie de observacao simulada foi z = —100 m. Como
a malha é regular todos os elementos do vetor As receberam o mesmo valor, igual
a 28970,9 m2. A componente analisada foi a componente vertical g, da atracao
gravitacional. Os dados produzidos pelo modelo foram contaminados com um ruido
sintético Gaussiano de média zero e desvio padrao de 0,089 mGal.

A Figura apresenta o dado observado neste teste sintético. A distribuicao
final de massas obtidas com o nosso método otimizado e com a camada equivalente
cldssica encontram-se nas Figuras [£.37a e [£.37}b, respectivamente. Vale ressaltar
que a distribuicao final de massas encontrada com o método cléassico foi obtida
com o auxilio de uma regularizagao. O estimador das massas utilizado no método
cléssico é estimador de Tikhonov de ordem zero (equagao , com parametro de
regularizacao igual a 8,4.10723. Nota-se claramente que os resultados obtidos por

ambas as técnicas para a distribuicao de massas sao praticamente equivalentes.
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Figura 4.36: Componente vertical da atragao gravitacional contaminada com ruido
que foi produzida pelos corpos em subsuperficie cujas posigoes e respectivas densi-

dades encontram-se na tabela (4.1
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Figura 4.37: (a) Distribui¢do de massas final sem filtro mével obtida com a camada

equivalente otimizada e (b) distribuigao de massas obtidas através do método cléssico
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da camada equivalente com o auxilio de regularizagao.

Com as distribuigoes de massas obtidas em [£.37a e [£.37} b, calculamos os dados
preditos que sao mostrados nas figuras a e [£.38 b, respectivamente. As duas

técnicas produziram dados preditos que se ajustam bem aos dados observados. A
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Figura a apresenta as curvas de isovalores para o dado observado (vermelho)
e o dado predito pela camada equivalente otimizada (em preto), obtido a partir
da distribui¢ao de massas da Figura [£.37ta. A Figura [£.39b mostra as curvas
de isovalores para o dado observado (em vermelho) e o dado predito pela camada
equivalente cldssica (em preto), obtido com a distribuigdo de massas da Figura
[4.37b. As Figuras [£.39 ¢ e [£.39-d representam os residuos para o caso otimizado
e o classico, respectivamente. O residuo é obtido com a diferenca entre o dado
observado e os respectivos dados preditos. Os histogramas dos residuos para o
caso otimizado e para o caso cldssico estdo presentes nas Figuras [£.3%e e
f, respectivamente. Tanto nos residuos quanto nos histogramas, vemos novamente
uma grande equivaléncia nos resultados obtidos pelas duas técnicas. Os histogramas
assemelham-se a curvas Gaussianas com médias iguais a zero e os desvios padroes
sao préoximos dos valores que impusemos como ruido aos dados observados. Como
as distribuicoes de massas produziram dados preditos que se ajustaram muito bem
aos dados observados tanto para a técnica otimizada como para a classica, podemos
usar as duas distribui¢oes de massas (Figuras[4.37 a e[4.37}b) para calcular os dados

transformados.
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Figura 4.38: (a) Dado predito pelo método otimizado da camada equivalente, obtido
através da distribuicao de massas presente na Figura a. (b) Dado predito pelo

método classico da camada equivalente, obtido através da distribuicao de massas
presente na Figura [4.37}b.
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Figura 4.39: Curvas de isovalores com o dado observado (em vermelho) e o dado
predito (em preto) calculado com a distribuigao de massas estimadas pela (a) técnica
otimizada da camada equivalente e (b) pela técnica classica da camada equivalente.
(c) Residuo, que ¢é a diferenga entre os dados observados e preditos presentes em (a).
(d) Residuo, que é a diferenga entre os dados observados e preditos presentes em
(b). Histograma dos residuos presentes na figura (c). (f) Histograma dos residuos
apresentados em (d). No detalhe de cada histograma temos a média p e o desvio

padrao o.

Componentes horizontais

Utilizamos as equagoes e para calcular os dados transformados para as
componentes g, e g, do campo gravitacional, respectivamente. O vetor m dessas
equacoes sao as distribuigoes de massas que encontramos utilizando a técnica oti-
mizada (Figura a) e a técnica cldssica (Figura [4.371b) da camada equivalente.
Apresentamos nas Figuras[1.40ka e[4.401b as curvas de isovalores entre o valor verda-

deiro da componente g, (em vermelho), previsto pelo modelo sintético, e os valores
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preditos (em preto) a partir da técnica otimizada e da técnica cldssica da camada
equivalente, respectivamente. Os residuos sao medidos através da diferenca entre os
valores verdadeiros e os valores calculados. Nas Figuras [£.40}c e .40k, temos os
residuos para o caso otimizado e para o caso classico, respectivamente. Por fim, nas
Figuras[£.40}e e[4.40H temos os histogramas dos residuos presentes nas Figuras
c e [4.40}d, respectivamente. Note que tanto nos residuos quanto nos histogramas
as duas técnicas obtiveram resultados muito semelhantes. A média do histograma
presente na Figura e (referente ao caso otimizado) é igual a 0,006 mGal e o
desvio padrao ¢ igual a 0,040 mGal, enquanto o histograma que se refere ao caso
classico (Figura f) tem média igual a 0,006 mGal e desvio padrao igual a 0,044
mGal.

As Figuras [.41}a e [£.41}b apresentam, em vermelho, o dado verdadeiro previsto
pelo modelo sintético para a componente g, e, em preto, os valores calculados a par-
tir da matriz de transformacao para a componente g, no caso otimizado e no caso
classico, respectivamente. Os residuos para o caso otimizado e para o caso classico
encontram-se nas Figuras {.4T}c e [f.41}d, respectivamente. Os histogramas desses
residuos estao representados nas Figuras [1.4T}e e [1.41H. O histograma dos residuos
para o caso otimizado (Figura e) apresenta uma média de 0,007 mGal e um
desvio padrao de 0,045 mGal. Para o caso cldssico, o histograma (Figura f)
apresenta uma média de 0,006 mGal e um desvio padrao de 0,049 mGal. Nova-

mente, os resultados obtidos por ambas as técnicas apresentaram muita semelhanca.
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Figura 4.40: Curvas de isovalores, em mGal, com o dado verdadeiro para a com-
ponente g, (em vermelho) e o dado predito desta componente (em preto) calculado
(a) com a distribuigao de massas estimadas pela técnica otimizada da camada equi-
valente (Figura a) e (b) com a distribuigdo de massas estimadas pela técnica
cldssica da camada equivalente (Figura[1.37b). (c) Residuo, que é a diferenca entre
os dados verdadeiros e preditos presentes em (a). (d) Residuo, que é a diferenga entre
os dados verdadeiros e preditos presentes em (b). Histograma dos residuos presentes
na figura (c). (f) Histograma dos residuos apresentados em (d). No detalhe de cada

histograma temos a média p e o desvio padrao o.
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Figura 4.41: Curvas de isovalores, em mGal, com o dado verdadeiro para a com-
ponente g, (em vermelho) e o dado predito desta componente (em preto) calculado
(a) com a distribuigao de massas estimadas pela técnica otimizada da camada equi-
valente (Figura a) e (b) com a distribuigdo de massas estimadas pela técnica
classica da camada equivalente (Figura[4.37b). (c) Residuo, que ¢ a diferenca entre
os dados verdadeiros e preditos presentes em (a). (d) Residuo, que é a diferenga entre
os dados verdadeiros e preditos presentes em (b). Histograma dos residuos presentes
na figura (c). (f) Histograma dos residuos apresentados em (d). No detalhe de cada

histograma temos a média p e o desvio padrao o.

Continuacao para baixo e para cima

Apresentamos nas Figuras e os resultados obtidos para a continuacao
O dado foi continuado 500 m acima
do medido originalmente (Figura 4.42)) e 100 m abaixo do medido originalmente

(Figura 4.43). Na continuacao para cima, as Figuras ae b representam

as curvas de isovalores com os dados verdadeiros (em vermelho) fornecidos pelo

para cima e para baixo, respectivamente.
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modelo sintético e os dados preditos (em preto) calculados com a distribui¢ao de
massas estimada com a camada equivalente otimizada e com a camada equivalente
cldssica, respectivamente. As Figuras [£.42}¢ e [£.42}d representam os residuos entre
os dados verdadeiros e os dados preditos para o caso otimizado e para o caso classico,
respectivamente. Os residuos sao calculados a partir da diferenga entre os valores
verdadeiros e os valores calculados para cada uma das continuacgoes. Nas Figuras
[d.42%le e [4.42}Hf temos os histogramas dos residuos apresentados nas Figuras [.42}c e
[4.42}d, respectivamente. Na continuacdo para cima, os histogramas para ambos os
casos apresentaram médias e desvios padrao iguais. A média dos dois histogramas foi
igual a —0,003 mGal e o desvio padrao igual 0,007 mGal. Essa grande semelhanca
nas médias e desvios padrao para a continuacao para cima demonstra novamente a
equivaléncia nos resultados graficos obtidos por ambas as técnicas.

Nas Figuras [£.43}a e [£.43}b temos, em vermelho, as curvas de isovalores para
o dado verdadeiro previsto pelo modelo sintético para a continuacao para baixo e,
em preto, temos os dados preditos para a continuagao para baixo calculadas com
a distribuicao de massas estimadas com a camada equivalente otimizada e com a
camada equivalente cldssica, respectivamente. As Figuras[l.43}c e[d.43}d apresentam
os residuos entre os dados verdadeiros e os valores calculados para a continuagao
para cima para os casos otimizado e cldssico, respectivamente. Apresentamos os
histogramas dos resfduos nas Figuras [£.43}e e [£.43}H. O histograma [£.43}e refere-
se aos residuos entre os dados verdadeiros e os dados calculados com a camada
equivalente otimizada para a continuacao para baixo (Figura ). A Figura
[4.43}f é o histograma referente ao residuo entre o dado verdadeiro e o dado calculado
com a camada equivalente classica para a continuac¢do para baixo (Figura d).
No caso otimizado (Figura e) a média do histograma foi de 0,001 mGal e
o desvio padrao de 0,049 mGal. Para o caso cldssico (Figura [4.43Hf) a média do
histograma foi também de 0, 001 mGal e o desvio padrao foi de 0,076 mGal. Tanto os
residuos quanto os histogramas obtidos com as duas técnicas apresentaram grande
semelhanca e se ajustaram bem ao dado verdadeiro previsto pelo modelo para a

continuagao para baixo.
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equivalente (Figura a) e (b) com a distribui¢ao de massas estimadas pela técnica
cldssica da camada equivalente (Figura[1.37b). (c) Residuo, que é a diferenca entre
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Figura 4.43: Curvas de isovalores, em mGal, com o dado verdadeiro da continuagao
para baixo (em vermelho) e o dado predito para esta continuacao (em preto) calcu-
lado (a) com a distribui¢do de massas estimadas pela técnica otimizada da camada
equivalente (Figura a) e (b) com a distribui¢ao de massas estimadas pela técnica
cldssica da camada equivalente (Figura[1.37b). (c) Residuo, que é a diferenca entre
os dados verdadeiros e preditos presentes em (a). (d) Residuo, que é a diferenga entre
os dados verdadeiros e preditos presentes em (b). Histograma dos residuos presentes
na figura (c). (f) Histograma dos residuos apresentados em (d). No detalhe de cada

histograma temos a média p e o desvio padrao o.

Calculo das derivadas das componentes

Com a distribuigdo de massas estimada via camada equivalente otimizada (Figura
[1.37a) e via camada equivalente cléssica (Figura[d.37b), calculamos as componentes
do tensor gradiométrico (equagao . Cada componente é calculada a partir do
produto da matriz de transformagao de cada componente (equagoes pelo

vetor de massas estimado em cada uma das técnicas.
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A Figura[4.44) apresenta os valores verdadeiros para as seis componentes, obtidos
a partir do modelo sintético. Na Figura temos as componentes calculadas com
a camada equivalente otimizada e na figura temos as componentes calculadas
com o método classico da camada equivalente. Os residuos sao obtidos a partir da
diferenca entre os valores verdadeiros (Figura e os valores calculados com o
método otimizado e com o método cléssico (Figuras e [4.46], respectivamente).
Os residuos estao presentes nas Figuras para o caso otimizado, e na Figura
1.48] para o caso cldssico. As Figuras e representam os histogramas dos
residuos representados nas Figuras [£.47] e [4.48] respectivamente. Todos os histogra-
mas assemelham-se a uma distribuicao Gaussiana, com médias muito préximas de
zero e desvio padrao maximo de 2,55 Eotvos. Os resultados obtidos por ambas as
técnicas para o calculo da derivadas apresentou similaridades tantos nos residuos

quanto nos histogramas desses residuos.
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da matriz de transformacao para cada uma dessas componentes (equagao [2.91]). Da
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Figura 4.47: Residuo entres as seis componentes do tensor gradiométrico. Estes
residuos foram obtidos a partir da diferenga entre o dado produzido pelo modelo
sintético (Figura e o dado predito com a camada equivalente otimizada para
as seis componentes do tensor gradiométrico (Figura .
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Figura 4.48: Residuo entres as seis componentes do tensor gradiométrico. Estes
residuos foram obtidos a partir da diferenga entre o dado produzido pelo modelo
sintético (Figura 4.44]) e o dado predito com a camada equivalente cldssica para as

seis componentes do tensor gradiométrico (Figura [4.46)).
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Figura 4.50: Histogramas dos residuos entre o modelo sintético e o dado predito
com a camada equivalente cldssica (Figura [4.48)) para as seis componentes do tensor
gradiométrico. No detalhe de cada histograma temos a média i e o desvio padrao

g.

Calculo das derivadas das componentes (g. + constante)

Comparamos também se a camada equivalente classica apresenta o mesmo compor-
tamento anomalo que identificamos no terceiro teste sintético. Diminuimos uma
constante de —5 mGal ao dado produzido pelo modelo sintético que foi analizado
no teste anterior (Figura. Dessa forma, o novo dado observado que analisamos

neste teste sintético é apresentado na Figura [4.51]
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Figura 4.51: Componente vertical da atracao gravitacional, mostrada na Figura

diminuida de um valor constante de —5 mGal e analisada neste teste sintético.

Apés estimar a distribuicao de massas m (nao apresentada aqui) com o método
otimizado e com o método classico da camada equivalente, calculamos as componen-
tes do tensor gradiométrico (equagao . Esse célculo ¢ feito multiplicando cada
matriz de transformagao desse tensor (cujos elementos sao dados pelas equagées
pelo vetor de massas m, que foi estimado via camada equivalente otimizada
e via camada equivalente cldssica. Na Figura [£.44] estao todas as seis componentes
verdadeiros que foram geradas pelo modelo sintético.

Apresentamos nas Figuras e as componentes do tensor que foram cal-
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culadas a partir da distribuicao de massas que foi estimada com o método otimizado
e com o método classico da camada equivalente, respectivamente. Nas Figuras
e [£.55] apresentamos as diferencas entre as componentes provenientes do modelo
sintético e as componentes calculadas com o método otimizado e com o método
classico, respectivamente. Representamos nas Figuras e os histogramas
dos residuos obtidos nas Figuras e [4.55] respectivamente. Notamos claramente
nas componentes da diagonal que, tanto na técnica otimizada quanto no método
classico, as médias sao diferentes de zero. Além disso, os deslocamentos dessas
médias somados dao zero. As componentes fora da diagonal aparentam nao terem
sido perturbadas em ambas as técnicas. Nas duas técnicas, os deslocamentos da
média e os desvios padrao apresentam valores bem préximos em todas as compo-
nentes, ou seja, o comportamento anomalo que observamos com o nosso método

também ocorre com o método classico da camada equivalente.
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sintético (Figural4.44)) e o dado que estimamos com a camada equivalente otimizada

(Figura [4.52)) para as seis componentes do tensor gradiométrico.
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residuos foram obtidos a partir da diferenca entre o dado produzido pelo modelo

sintético (Figura [4.44) e o dado que estimamos com a camada equivalente cldssica

(Figura [4.53)) para as seis componentes do tensor gradiométrico.
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Figura 4.57: Histogramas dos residuos das seis componentes do tensor gradiométrico
apresentados na Figura [4.55] No detalhe de cada histograma temos a média p e o

desvio padrao o.

4.5 Avaliando a estabilidade do método

Fizemos uma andlise numérica para investigar a estabilidade da solucao obtida pelo
nosso processo iterativo da camada equivalente. Primeiro, simulamos um dado gravi-
tacional produzido pela distribuicao de corpos presentes no segundo teste sintético
(Tabela sem contamind-lo com ruido. O dado observado foi simulado numa
altitude de —100 m (lembrando que z é positivo para o interior da Terra). A ma-

lha de observacoes foi distribuida em 55 linhas na dire¢ao norte-sul e 55 linhas na
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direcao leste-oeste, com um espacamento entre as linhas de 200 m e 290 m ao longo
das diregoes norte-sul e leste-oeste, respectivamente. A profundidade da camada
equivalente neste teste foi de zy = 200 m. Nesta camada equivalente, distribuimos
massas equivalente localizadas imediatamente abaixo de cada ponto de observacao.

Primeiro, estimamos as trés distribuicoes de massas m a partir do dado gra-
vitacional g, utilizando: a) o nosso método iterativo, b) o estimador de Tikhonov
de ordem zero (equagao e ¢) o estimador do método dos minimos quadrados
(equagao com g = 0). A seguir, geramos 40 sequéncias de ruidos pseudo-
aleatérios e produzimos 40 conjuntos de dados gravitacionais contaminados com
ruidos (g4}, & = 1...,40). Cada sequéncia de ruidos pseudo-aleatérios tem uma
distribuicao Gaussiana de média zero e desvio padrao variando de 1% a 10% do
maximo valor do dado gravitacional sem ruido. A partir do k-ésimo dado gravita-
cional contaminado com ruido g}, estimamos as trés distribui¢des de massas my,
sobre a camada equivalente utilizando 3 métodos distintos: a) o nosso método oti-
mizado iterativo, b) o estimador de Tikhonov de ordem zero (equagao ec)o
estimador do método dos minimos quadrados (equagao com p = 0).

Com isso, calculamos os trés conjuntos de dmy, (equagao e dgr (equagao
, k =1...,40. Cada conjunto de dmy, esta associado com um dos trés métodos
distintos que utilizamos para estimar as massas sobre a camada equivalente. Na Fi-
gura [£.58a, os pontos azuis, verdes e amarelos representam os 40 resultados obtidos
com o nosso método otimizado iterativo, com o estimador de Tikhonov de ordem
zero e com o método dos minimos quadrados, respectivamente. Aplicando uma re-
gressao linear, obtemos trés retas ajustadas a cada um desses conjuntos de pontos
(linhas em azul, verde e amarelo na Figura a), que produzem estimativas para
o coeficiente angular que representam o nimero de condi¢ao k (equagao para
cada um dos métodos.

Note na Figura [£.58ta que o coeficiente angular estimado com o método dos
minimos quadrados (linha amarela) é muito maior que o produzido pelo nosso
método iterativo (linha azul) e pelo estimador de Tikhonov de ordem zero (linha
verde). Uma outra caracteristica muito importante na Figura a é que os coefi-
cientes angulares estimados para o nosso método (linha azul) e para o estimador de
Tikhonov de ordem zero sao muito proximos um do outro. Isto significa que o nosso
método produz uma solucao estavel. Os valores dos coeficientes angulares das retas
ajustadas para o nosso método iterativo, para o método classico com a regularizagao
de Tikhonov e para o método dos minimos quadrados sao, respectivamente, iguais
a: 11,26, 11,32 e 20, 14.

Aumentando o nimero de observacoes para uma malha distribuida regularmente
com 85 linhas no eixo norte-sul e 85 linhas no eixo leste-oeste, obtemos uma nova

estimativa para os coeficientes angulares que representam os nimeros de condi¢ao

119



(equagao associados as trés retas (Figura b) que, por sua vez, estao rela-
cionados com o nosso método iterativo (reta azul), com o regularizador de Tikhonov
de ordem zero (reta verde) e com o método dos minimos quadrados (reta ama-
rela). Na Figura b, o coeficiente angular das retas (que representam o nimero
de condigao k estimado) para o nosso método iterativo foi de 17,31, para o método
classico com a regularizagao de Tikhonov de ordem zero foi de 15,97 e para o método
dos minimos quadrados foi de 300, 3. Como esperado, o coeficiente angular estimado
com o método de minimos quadrados (linha amarela na Figura[1.58b) é muito maior
que o obtido na Figura [£.58a. Entretanto, vale ressaltar que os coeficientes angu-
lares obtidos pelo nosso método iterativo (linha azul na Figura b) e pelo regu-
larizador de Tikhonov de ordem zero (linha verde na Figura b) estao proximos
um do outro assim como estavam préximos na Figura [£.58a. Isso siginifica que
o nosso método produz uma solugao estavel mesmo com o aumento do nimero de

observacoes.
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Figura 4.58: Testes de estabilidade com uma malha de 55 x 55 (a) e 85 x 85 (b)
observagoes. O eixo horizontal representa as variagoes nos dados (equagao eo
eixo vertical sdo as variagoes nos parametros (equagao . Os pontos azuis, verdes
e amarelos representam os 40 resultados obtidos com o nosso método iterativo, com
o estimador de Tikhonov de ordem zero e com o método dos minimos quadrados,
respectivamente. As linhas azul, verde e amarela representam as retas ajustadas a
cada um dos conjuntos de pontos e as suas inclinagoes sao os nimeros de condi¢ao (k
na equagao obtidos aplicando uma regressao linear aos 40 resultados obtidos
com o nosso método iterativo (pontos em azul), com o estimador de Tikhonov de
ordem zero (pontos em verde) e com o método dos minimos quadrados (pontos em
amarelo), respectivamente. O numero de condi¢ao estimado para o nosso método e o
método classico com o regularizador de Tikhonov de ordem zero sao muito préximos,
demonstrando a estabilidade do nosso processo iterativo.
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Capitulo 5
Resultados - Dados reais

Testamos o nosso método com dados reais provenientes de um levantamento aéreo e
um levantamento terrestre sobre um domo de sal localizado na regiao de Vinton, no
estado da Louisiana, nos Estados Unidos. O domo é caracterizado por uma espessa
camada de rocha localizada acima da camada de sal (Coker et al., 2007). De acordo
com Ennen & Hall| (2011)), esta camada de rocha espessa é formada por sedimentos
compostos por arenito e xisto. O numero de observagoes da malha de dados ¢é
de 11494 observagoes, enquanto no terrestre é de 2775 observagoes. A drea total
coberta pelos levantamentos é de 196, 2 km?, aproximadamente. A componente que
aplicamos o nosso método em ambos os testes é a componente vertical da atracao

gravitacional g,, medida em mGal.

5.1 Levantamento aéreo

Os pontos observacionais do levantamento aéreo estao dispostos em azul na Figura
b.T}a. A superficie de observagao dos dados desse levantamento aéreo encontra-se
na Figura [5.1}b. Nota-se que as linhas de voo sdo irregularmente espagadas. Dessa
forma, definimos trés regioes distintas (Figura a) para a composigao do vetor de
areas As (equagoes e . Para as regioes I e III da Figura a, definimos
uma &rea de 13493,7 m? e para a regido II, definimos uma area de 5712,6 m?. O
dado observado que foi analisado neste teste encontra-se na Figura 5.2

Na Figura a temos a distribuicdo inicial de massas m® (equagao do pro-
cesso iterativo. A Figura[5.3}b mostra a estimativa da distribui¢cdo de massas sobre
a camada equivalente. A convergéncia do nosso processo iterativo é apresentada na
Figura A Figura a refere-se a convergéncia relativa aos parametros (equagao
3.33) e a Figura b refere-se & convergéncia relativa aos dados (equagao . A
camada foi colocada a uma profundidade de 450 m e foram necessarias 30 iteragoes

para a convergencia.
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Figura 5.2: Componente vertical g, da atracao gravitacional fornecida pela Bell
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na regiao de Vinton, no estado da Louisiana, nos Estados Unidos.
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Com as massas estimadas podemos calcular o dado predito por essas massas. O
dado predito com a distribuigao de massas estimada é apresentado na Figura[p.5 A
Figura[5.6la mostra as curvas de isovalores com os dados observado (em vermelho) e
predito (em preto). Na Figura b temos o residuo que é a diferenca entre o valor
observado e o predito. Na Figura [5.6}¢ encontra-se o histograma desse residuo. O
histograma assemelha-se a uma distribuicao Gaussiana com média —0,051 mGal
e desvio padrao de 0,155 mGal. Os residuos (Figura [5.6b) apresentam valores
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muito baixos, demostrando que o dado predito produziu um ajuste aceitavel do
dado observado. Isso nos permite utilizar a estimativa da distribuicao de massas
encontradas m (Figura b) para fazer transformacoes tais como interpolagoes,

continuagao para cima e para baixo e as componentes do tensor gradiométrico.
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Figura 5.5: Componente vertical g, da atragao gravitacional predita pela estimativa
da distribui¢ao de massas (Figura [£.3}b).
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Figura 5.6: (a) Curvas de isovalores, em mGal, dos dados observado (em vermelho)
e ajustado (em preto), sendo este dltimo predito pela camada equivalente otimizada.
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Interpolacao

Com o auxilio das equagoes e pode-se calcular o dado interpolado para a
componente vertical da atragao gravitacional (g,). A malha do aerolevantamento é
irregular e utilizamos a estimativa da distribui¢do de massas m (Figura [5.3}b) para
interpolar o dado para um grid totalmente regular (Figura a), com 2950 pontos.
Essa malha de interpolacao apresenta 50 linhas no eixo vertical (norte-sul), com
espacamento de 168 m entre elas, e 59 linhas no eixo horizontal (leste-oeste), com
espagamento entre as linhas de 163,3 m. A Figura[5.7}b mostra o resultado obtido
pela interpolagdo. Numa comparagio visual, a Figura[5.7}b estd muito préxima dos
dados observados (Figura que ajustamos com a nossa técnica. Isso demonstra
que a nossa técnica foi capaz de produzir uma distribuicao de massas que interpola
o dado com qualidade em coordenadas espaciais diferentes das que produziram o

dado observado.
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equacoes e [2.80] respectivamente, para calcular os dados continuados. Para
realizar a continuagao para cima, subtraimos um valor constante de 500 m em todos
os elementos do vetor da coordenada espacial vertical z (Figura [5.1}b), lembrando
que z cresce para o centro da Terra. Para realizar a continuacao para baixo acrescen-
tamos um valor constante de 100 m em todos os elementos do vetor da componente
vertical z.

A Figura [5.8-a mostra o resultado da continuagao para baixo e, a Figura [5.8}b,
mostra a continuagao para cima. Nota-se uma suavizagao na intensidade da anoma-
lia na continuacao para cima. Ao contrario, na continuacao para baixo, observamos
um aumento na perturbacao nas bordas da anomalia e um aumento da intensidade
da anomalia em comparagao com o dado originalmente observado (Figura . To-
dos esses comportamentos sao caracteristicas inerentes de cada uma das continuagoes

e sao comportamentos fisicos coerentes.
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Calculo das derivadas das componentes

Utilizando as massas estimadas m, calculamos também as componentes do tensor
gradiométrico através do produto das matrizes de transformagao de cada compo-
nente (cujos elementos sao dados pelas equagoes [2.9212.97)) pelo vetor de massas
estimadas. Na Figura temos as seis componentes da gradiometria aérea que foi
medida na regiao de Vinton. Na Figura temos as componentes calculadas via
camada equivalente otimizada. A Figura|5.11| mostra o residuo entre os valores ob-
servados no aerolevantamento e os valores calculados. Na Figura [5.12| apresentamos
o histograma desses residuos. As componentes cruzadas gy, g € gy., observa-
das no aerolevantamento, foram ajustadas com bastante precisao pelas respectivas
componentes calculadas uma vez que as médias sao préximas de zero e os desvios
padrao sao pequenos. As componentes da diagonal ¢,., gy, € g.. apresentaram um
comportamento anomalo. Todos os histogramas dessas componentes da diagonal
apresentaram uma média deslocada do zero. Outro detalhe: a soma dos valores des-
ses deslocamentos é préximo de zero. Isto ocorre porque a componente vertical do
campo de gravidade que ajustamos neste teste real nao foi medida, ela foi calculada
a partir integracao da componente g,, observada. A partir do teste sintético que
simulamos no capitulo 4, mostramos que, quando um valor constante é somado ao
vetor que contem os dados da componente vertical, o histograma dos residuos da
gradiometria fica com as componentes da diagonal com as suas médias deslocadas
do zero. Isso mostra que os dados da gradiometria medidos no aerolevantamento e
a componente vertical da atragao gravitacional (g,) calculada ndo derivam de um
mesmo potencial gravitacional. Vale ressaltar também que a soma da constante ao
vetor que contem os dados da componente vertical é uma das possibilidades de re-
produzir o comportamento observado neste teste real. As componentes gz, Gyy € 22
podem ser corrigidas retirando as médias desviadas dos histogramas de cada uma
dessas componentes. Os valores corrigidos dessas componentes conseguem ajustar

os dados observados da componente g, fornecidos pela Bell Geospace Inc..

133



(a) (b) (c)

Eotvos

e '“ 8——u ‘ 8——— — a8
20 : 12
= 75¢ D28 g 7.5} , 4 7.5 4
E - ' (¢ 32
S 7t a4 1o 7t 1 He 7h (|
< - - ’ (
= °
€ 6.5 ‘ [ - 0 6.5 g 6.5 g 16
: ' ’ v :
— o
s 6} . | 6] (Y 1 6] 4 | 2
< ‘ -10 . -6 ) 0 &
S 5.5k s - 5.51 AT 55k b
c -20 /
s s o 1 5| 1 -12 5| e 4 -16
o
o —-30 [ ]
] | i L il I -\ |
45 45 \ g 45 " v o oy -32
4 L L L L L _40 4 L L L L L 4 kv 1 1 1 =
3 4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9
Coordenada horizontal y (km) () (e)
8 ‘ 30 8 ‘ — 36
73 1 M2 73 1 ™24
= (] |
< 7F i 7 o
= Iy 10 12
c 6.5 ‘ e 6.5 g
o %)
N 0 \ 0 o
s 6f g 6f : g 2
< ‘ uo.l
B 5.5 1 14-10 55| 9 I -2
c
S sl | 5| ,
5 -20 —-24
o
O 45} 1 45| 4
-30 -36
4 L L L L L 4 L L il L L
3 4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9
Coordenada horizontal y (km)
60
€
B3
= 40
s
5
<
© 0
el
©
c
[
° 4 -20
Q .
o
O 45| o . . “ » Q i
0 ¢ ‘ -40
SR B A |

3 4 5 6 7 8 9
Coordenada horizontal y (km)

Figura 5.9: Seis componentes do tensor gradiométrico observadas no aerolevanta-

mento que foram fornecidas pela Bell Geospace Inc.. Da esquerda para a direita e

de cima para baixo temos: (&) guz, (D) Gy, (€) Guzs (d) gyy, (€) gy € (f) Gas

134



(a) (b) (c)
15 8 T T T 48

8 8 ; T
40
B 75? 751 1M 77 i
32
MR 8 30 7+ . e 7} i
x
© 5
£ 6.5 . 11120 65k i 6.5 11416
Q 0
N ]
= | | | | o L | 2
g 6 10 6 . 6 0o &
©
T 550 . - 5.5 4 5.5[ 1
-5
c 0
o] -16
° 5| - 5f 4 5[ 1
3 -10
O 45} 1O as) ‘ i 4.5 i
-32
4 ! ! 1 ! ! =20 4 ! ! ! ! ! —-15 4 1 1 1 1 1
3 4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9
Coordenada horizontal y (km) () (e)
8 - 40 8 ; 36
z 7.5 32 7.5 24
B3
< 7 7k -
= 24 12
€ 6.5 6.5 1
s 16 o ¢
s 6 6) g 2
< O
© w
T 5.51 8 5.5 1 -12
c
S sl 5| i
s 0 —24
o
O 45| 450 -
-8 -36
4 1 L L L L 4 L L L L L
3 4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9
Coordenada horizontal y (km)
32
€ 16
3
x
= 0
5
N ~16 8
5 2
< 8
3 -32
©
c
[
g -48
o
[}
—64

43 4 5 6 7 8 9
Coordenada horizontal y (km)
Figura 5.10: Seis componentes do tensor gradiométrico calculadas a partir da distri-
buicao de massas estimada (Figura b) e da matriz de transformacao para cada
uma dessas componentes (equagao [2.91)). Da esquerda para a direita e de cima para

baixo temos: (&) guz, (D) Guy, (€) Guzs (d) Gyy, (€) gyz € (f) gas-

135



Coordenada horizontal x (km)

»
U

oo

~
&)

~

o
&

o

v
ul

w

4
3

! [ S 1 !

4 5 6 7 8
Coordenada horizontal y (km)

9

40

30

20

10

-10

Coordenada horizontal x (km)

»
&
T

7.5

5.5

4.5}

=)

o o ~
w o (6] ~ %]
—e 7= =

ul
T

»

/!

i

w

1 i

[

\l s\ \ L)
4 5 6 7 8

Coordenada horizontal y (km)

9

15

10

-10

-15

40

32

24

Coordenada horizontal x (km)

7.5

6.5

5.5

4.5

. ]
3 4 5 6 7 8 9

Coordenada horizontal y (km)

Eotvos

-10

-20

=30

Eotvos

-16

—24

-12

-24

-36

Eotvos

—48

—60

=72

Figura 5.11: Residuo relativo as seis componentes do tensor gradiométrico. Estes

residuos foram obtidos a partir da diferenga entre o dado observado (Figura e
o dado que calculamos (Figura [5.10)).

136



Frequéncia

(a) n=22.817, 0 =7.974 (b) =—0.035, 0 =3.344 (c) =-0.165, 0 =8.118
e 0.14 i e 0.07 - —
005l oo B e i | R 4006 i gl
0.10f i . 4 oospoin
0.041 4 '
L 0.081 i Al 4 00afi
0.03}- e 4 \
“a 0.06 G 4 003
) :
0.02 v . : : :
i 0.04} L 4 0.02f iy Hoeeeees :
1 A
I : \
0.01f : v 0.02 Y 1 .01} -
. : 0.00
-20 -10 0 10 20 30 40 50 -15 -10 -5 O 5 10 15 -30 -20 -10 O 10 20
Residuo(mGal)
(d) u=19.733, 0 =5.524 (e) pu=—0.883, 0 =6.299
00— 0.09 ——T——T——— 11
0.08] il : 0.08 - ioioboi i
0.07 0.07 it
0.06 0.06] -+ ietovio ]
o
2 0.05 - iie 0.05f v iomeion
g
50.04 : 0.04}--
2 ‘ P
0.03f----i--ni 0.03f -
0.02f i 0.02} -
0.01}----i- 0.01}--------
0.00 L= 0.00 L=
0 5 10 15 20 25 30 35 40 -25-20-15-10-5 0 5 10 15
Residuo(mGal) )
=—42.549, 0 =10.412
0.06 ——F——r—r—r—
[
0.04 - ioiog
i)
1%} B
= :
< 0.03f--
o
o
w
0.02
0.01f-

0.00

—-80-70-60-50-40-30-20-10 O
Residuo(mGal)

10

Figura 5.12: Histogramas dos residuos (Figura|5.11)) das seis componentes do tensor
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g.

5.2 Levantamento terrestre

Como 1ltima anédlise, avaliamos um dado real de um levantamento terrestre. Este

caso teve intencao de testar o nosso método numa situagao com uma distribuigao

de dados muito irregular e esparsa. Na Figura [5.13| é mostrada a distribuicao es-

pacial das medidas feitas neste levantamento terrestre. No total, foram feitas 2775

observagoes da componente vertical da atracao gravitacional g,. Dividimos a area

do levantamento terrestre em duas areas distintas para compor o vetor de areas

137



As (equagoes e 3.21)). A regiao central da Figura com uma densidade

maior de pontos de observacao, possui uma area de 4420 m? e o resto da regido de
observacao, extremamente esparsa, possui uma area de 337690 m?2. A distribuicao
inicial de massas e a distribuicao final estimada pela nossa técnica sao apresentadas
nas Figuras a e [5.14b. A distribui¢do final de massas foi estimada apés 30
iteragoes. A convergéncia do nosso método é apresentada na Figura[5.15, A Figura
a, refere-se a convergéncia relativa aos parametros (equagao e a Figura
b refere-se a convergéncia relativa aos dados (equagao .
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Figura 5.13: Distribuicao das observacoes em duas dimensoes para o levantamento

terrestre.
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(Figura b) estao nas Figuras ae b, respectivamente. A Figura

a mostra o residuo entre o dado observado e o dado predito e a Figura [5.17b
apresenta o histograma desse residuo. O histograma assemelha-se a uma distribuigao
Gaussiana com média igual —0,026 mGal e desvio padrao de 0,311 mGal. Nota-se
que a distribuicao de massas m produziu um dado predito que se ajusta muito bem

ao dado observado.
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otimizada.
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Componentes horizontais, continuacao para cima e para

baixo

Com as equagoes epodemos calcular as componentes horizontais g, e g,. O
calculo é feito multiplicando as matrizes de transformacao de cada componente pelo
vetor de massas estimado 1 (Figura [5.14tb). A Figura [5.18ta mostra o resultado
obtido para o cdlculo da componente g, (norte-sul) e em [5.18b temos o resultado
obtido para a componente horizontal g, (leste-oeste).

Por fim, apresentamos na Figuras [5.19}a e [5.19tb as continuagoes para cima e
para baixo para este levantamento terrestre, respectivamente. Na continuagao para
cima elevamos o plano topografico das medidas em 500 m e para a continuagao
para baixo aproximamos em 100 m as observacoes das fontes. Em ambas pode-se
notar consisténcia fisica. Na Figura [5.19}a vemos uma suavizagao na intensidade
das anomalias e na Figura [5.19b ocorre uma intensificagdo dos valores produzidos
pelo ajuste ao dado observado (Figura .
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Figura 5.19: (a) Dado continuado para um nivel acima do medido originalmente
onde o nivel da superficie de observagoes foi aumentado em 500 metros. (b) Dado
continuado para um nivel abaixo do medido originalmente onde o nivel da superficie

de observagoes foi diminuida em 100 metros.

As componentes do tensor da equacao foram calculadas para o dado real

terrestre. Porém, como esperdavamos, tivemos muitas pertubagoes no célculo das
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componentes da gradiometria. Isso aconteceu porque o dado é muito esparso. Essa
¢ uma das limitagoes da nossa técnica, onde nao conseguimos produzir a gradiometria
a partir de dados esparsos. Mesmo assim, aparentemente conseguimos produzir com
qualidade o ajuste ao dado observado, as componentes horizontais e as continuagoes

para cima e para baixo.
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Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho desenvolvemos uma técnica rapida e iterativa da camada equivalente
para processamento de dados do campo gravitacional fundamentada no vinculo de
excesso de massa. A nossa técnica tem um baixo custo computacional pois nao
trabalhamos com produtos de matrizes nem resolucoes de sistemas lineares. Na
nossa técnica, arbitramos uma camada equivalente com uma distribuicao de massas
pontuais localizadas abaixo de cada um dos pontos de observacao. Os valores das
massas sobre a camada equivalente sao atualizados a cada iteragao. Iniciamos o
processo iterativo com uma distribuicao de massas sobre a camada equivalente que,
apesar de ser proporcional ao dado observado, nao consegue reproduzir com exatidao
o dado observado em superficie. A cada iteracao, os incrementos de massa, que sao
proporcionais aos residuos, corrigem os valores estimados da distribuicao de massas.
Quando a distribuicao de massas consegue reproduzir os dados observados e quando
h& uma invariabilidade das massas de uma iteracao para outra o processo iterativo
termina. A correlagao positiva entre o dado observado e a distribuicao de massas
sobre a camada equivalente garante a eficiéncia desse processo iterativo. Dessa
maneira, quanto maior for o residuo entre o dado observado e o dado estimado pela
distribuicao de massas, maior sera o incremento das massas e, consequentemente,
melhor serda o ajuste na préxima iteracao. Apds a estimativa final da distribuigcao
de massas, filtramos a distribuicao com o auxilio de um filtro mével.

Como a nossa técnica define que cada massa pontual sobre a camada equivalente
esteja localizada abaixo de cada ponto de observacao, a nossa técnica é bastante
vinculada ao nimero de observagoes e a sua distribuicao espacial. Para dados muito
esparsos ou com um nuimero muito baixo de observagoes a nossa técnica pode nao
produzir um ajuste aos dados observados. Por outro lado, a nossa técnica é bastante
eficiente e torna viavel o processamento de levantamentos com grandes ntimeros de
observagoes gravitacionais e que apresentam malhas irregulares de observacoes medi-
das em superficie desnivelada onde, por exemplo, técnicas baseadas na transformada

de Fourier nao funcionam.
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Testes em dados sintéticos comprovaram o grande potencial da nossa técnica no
ajuste aos dados observados e no calculo de interpolacoes, das componentes hori-
zontais g, e gy, no calculo das continuacoes para cima e para baixo e no calculo das
componentes do tensor gradiométrico. Um teste comparativo entre a nossa técnica
e o método cléassico da camada equivalente, com o auxilio de regularizagao, demons-
trou uma grande similaridade nos resultados graficos. Esta comparacao demonstra
de uma forma empirica que a nossa técnica é estavel, uma vez que obtivemos os
mesmos resultados graficos que a camada equivalente cldssica regularizada. Além
deste teste empirico, fizemos uma andlise numérica para avaliar a estabilidade da
nossa técnica. Esta andlise revelou que o nosso método estima de forma estavel
a distribuicao final de massas sobre a camada equivalente, assim como a camada
equivalente classica com a regularizagao de Tikhonov de ordem zero. Testes que
efetuamos em dados de um aerolevantamento real e em dados de um levantamento
terrestre real, ambos sobre um domo de sal localizado na regiao de Vinton, no es-
tado da Louisiana, nos Estados Unidos, evidenciaram duas caracteristicas do nosso
método. A técnica otimizada nao se mostrou eficaz no ajuste ao dados observados no
levantamento terrestre. Atrimuimos isto ao baixo niimero de observacoes e também
a natureza esparsa da distribuicao dos dados, mostrando uma limitacao do nosso
método neste tipo de situagao. Por outro lado, os testes no aerolevantamento con-
firmaram o grande potencial que a técnica otimizada da camada equivalente tem no
ajuste aos dados observados e no cédlculo de dados transformados a partir das distri-
buicao de massas estimadas quando lidamos com um grande niimero de observagoes

distribuidas numa malha irregular.
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